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АНОТАЦIЯ

Iванов Є.В. Узагальнена теорiя абстрактних переписувальних систем. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук

за спецiальнiстю 01.05.01 «Теоретичнi основи iнформатики та кiбернетики» (113

– Прикладна математика). — Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса

Шевченка, Київ, 2025.

Робота присвячена побудовi теорiї, що розширює та узагальнює класичнi ре-

зультати теорiї абстрактних переписувальних систем (АПС) на випадки, що ста-

новлять iнтерес з точки зору аналiзу недискретних математичних моделей систем

i процесiв. Однiєю з центральних тем класичної теорiї АПС є дослiдження вла-

стивостi Черча-Россера (або еквiвалентної властивостi конфлюентностi), що вира-

жає зв’язок мiж вiдношеннями конверсiї та редукцiї та має як наслiдок властивiсть

iснування не бiльше однiєї нормальної форми у кожного елемента системи. Методи

перевiрки властивостi Черча-Россера (конфлюентностi) дослiджувалися протягом

тривалого перiоду 20-го столiття та на початку 21-го столiття Тепер такi методи

є добре вивченими для систем, що мають спецiальнi властивостi, характернi для

дискретних моделей обчислень, такi як термiнальнiсть або злiченнiсть. Подiбна

ситуацiя має мiсце i для iнших результатiв теорiї АПС. Однак, визначення засто-

совностi деяких iз зазначених методiв, вiдомих для злiченних або термiнальних

систем, до незлiченних нетермiнальних систем вважається деякими провiдними

дослiдниками з теорiї переписувальних систем важливою i фундаментальною вiд-

критою проблемою. Крiм того, властивостi, такi, як термiнальнiсть i злiченнiсть не

є характерними для АПС, що породженi моделями, що, в певному сенсi, поєднують

недискретнiсть i недетермiнiзм, якi є важливими для сучасних мiждисциплiнарних

напрямкiв, пов’язаних з iнформатикою. У зв’язку з вищезазначеним, для теоре-

тичних основ iнформатики є актуальною побудова узагальненої теорiї АПС, що

розширює та узагальнює класичнi результати теорiї АПС на випадки, що станов-

лять iнтерес з точки зору аналiзу недискретних математичних моделей.

Основнi результати, отриманi у дисертацiйнiй роботi включають такi.

1. Вперше доведено повноту методу спадних дiаграм ван Оострома-де Брейна
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для доведення конфлюентностi абстрактних переписувальних систем мiнiмальної

незлiченної потужностi (попереднi вiдомi результати: V. van Oostrom, 1994 – метод

є повним для доведення конфлюентностi систем, що мають властивiсть кофiналь-

ностi; J. Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek, 2018 – метод з двома мiтками є пов-

ним для доведення конфлюентностi систем, що мають властивiсть кофiнальностi;

також, загальновiдомо, що властивiсть кофiнальностi може не виконуватись для

конфлюентних абстрактних переписувальних систем будь-якої незлiченної поту-

жностi); за припущення континуум-гiпотези, з отриманого у дисертацiї результату

випливає, що метод спадних дiаграм є повним для доведення конфлюентностi до-

вiльних бiнарних вiдношень на множинi дiйсних чисел, множинi послiдовностей

дiйсних чисел, iндексованих натуральними числами, множинi неперервних дiй-

сних функцiй, множинi орiєнтованих графiв iз фiксованою злiченною множиною

вузлiв i на рiзноманiтних iнших структурах, що становлять iнтерес з точки зору

iнформатики та прикладної математики; доведення повноти було формалiзовано

та автоматично перевiрено за допомогою вiдомої системи iнтерактивного доведе-

ння теорем Isabelle, обсяг формального доказу перевищує 300 сторiнок у форматi

Archive of Formal Proofs.

2. Вперше отримано розв’язки проблем неповноти методу спадних дiаграм з

двома мiтками та вiдсутностi колапсу на рiвнi 2 iєрархiї систем, що мають спадну

властивiсть Черча-Россера (данi проблеми були сформульованi J. Endrullis, J.W.

Klop, R. Overbeek у 2018 роцi як вiдкритi проблеми).

3. Вперше запропоновано узагальнення леми Ньюмана для строго iндуктив-

них переписувальних систем.

4. Вперше запропоновано спецiальнi принципи iндукцiї для доведення вла-

стивостей елементiв переписувальних систем, що не задовольняють припущенням

про термiнальнiсть та злiченнiсть.

5. Дiстали подальшого розвитку формальнi теорiї для аналiзу властивостей

абстрактних недискретних динамiчних моделей.

Дисертацiйна робота складається з анотацiй, перелiку умовних позначень,

вступу, чотирьох роздiлiв, подiлених на пiдроздiли, висновкiв, списку використа-

них джерел, трьох додаткiв.

Роздiл 1 присвячено першим двом основним результатам дисертацiйного до-

слiдження (доказу повноти методу спадних дiаграм ван Оострома – де Брейна для

доведення конфлюентностi АПС мiнiмальної незлiченної потужностi i розв’язан-
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ню проблем неповноти методу спадних дiаграм з двома мiтками та вiдсутностi

колапсу на рiвнi 2 iєрархiї систем, що мають спадну властивiсть Черча–Россера).

У роздiлi 1 дослiджено застосовнiсть методу спадних дiаграм ван Оострома – де

Брейна для доведення конфлюентностi АПС мiнiмальної незлiченної потужностi

та отримано, що даний метод є повним для доведення конфлюентностi АПС мiнi-

мальної незлiченної потужностi, а за припущення континуум-гiпотези, вiн є пов-

ним i для доведення конфлюентностi АПС потужностi континууму, що включають

АПС породженi широким колом математичних моделей, що становлять iнтерес з

точки зору iнформатики та прикладної математики. Даний результат фундамен-

тально вiдрiзняється вiд ранiше вiдомих результатiв стосовно повноти методу спа-

дних дiаграм для спецiальних класiв АПС як широтою охоплення АПС, так i тим,

що вiн не спирається (i не мiг би спиратися) на властивiсть кофiнальностi для по-

будови розмiтки АПС в усiх випадках, яка, в загальному випадку, не виконується

для АПС мiнiмальної незлiченної потужностi.

Роздiл 2 присвячено узагальненню леми Ньюмана для строго iндуктивних пе-

реписувальних систем. Одним з природних варiантiв послаблення умови сильної

нормалiзацiї у лемi Ньюмана є умова строгої iндуктивностi: АПС (A,→) є строго

iндуктивною, якщо кожний непорожнiй ланцюг в A у сенсi передпорядку →∗ має

точну верхню межу. Вiдомий контрприклад Ньюмана не може бути використаний,

щоб спростувати гiпотезу про еквiвалентнiсть умов локальної конфлюентностi i

конфлюентностi для ациклiчних строго iндуктивних АПС. У роздiлi 2 доведено,

що еквiвалентнiсть умов локальної конфлюентностi i конфлюентностi для ациклi-

чних строго iндуктивних АПС має мiсце, якщо множина незвiдних елементiв АПС

є не бiльш нiж злiченною. Однак, при цьому, iснує ациклiчна, строго iндуктивна,

локально конфлюентна АПС, що не є конфлюентною. Остання АПС може розгля-

датись як посилення контрприкладу Ньюмана, однак вона є необхiдно незлiченною

i суттєво вiдрiзняється вiд звичайного контрприкладу Ньюмана (який є злiченним).

Також, у роздiлi запропоноване розширення цих результатiв до теореми, що уза-

гальнює лему Ньюмана для всiх строго iндуктивних АПС.

Роздiл 3 присвячено побудовi спецiальних принципiв iндукцiї для доведе-

ння властивостей елементiв переписувальних систем i частково впорядкованих

множин, що не задовольняють припущенням про термiнальнiсть та злiченнiсть.

З класичної теорiї переписувальних систем вiдомо, що АПС є термiнальною тодi i

тiльки тодi, коли для неї виконується принцип нетерової iндукцiї. Даний факт є ко-
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рисним для доведення унiверсальних властивостей елементiв термiнальних АПС.

Однак АПС, породженi недискретними моделями часто не задовольняють умовi

термiнальностi. Тому для них принцип нетерової iндукцiї не може бути застосов-

ним i є актуальним пошук альтернативних принципiв доведення унiверсальних

властивостей елементiв АПС, що не обов’язково є термiнальними. У роздiлi 3 за-

пропоновано такi принципи. У тому числi, у роздiлi запропоновано принцип iнду-

кцiї для вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих множин (або ациклi-

чних АПС, що породжують такi частково впорядкованi множини) i запропоноване

спiльне узагальнення принципiв фундованої i дiйсної iндукцiї. Також, у роздiлi

запропоновано загальний пiдхiд до формулювання принципiв iндукцiї для рiзних

структур.

Роздiл 4 присвячено дослiдженню формальних теорiй для аналiзу власти-

востей абстрактних недискретних динамiчних моделей. У роздiлi запропоновано

пiдхiд до узагальнення абстрактних та розмiчених переписувальних систем, що

дозволяє формалiзувати неперервнi у часi процеси перетворення елементiв систе-

ми (переписування), що базується на застосуваннi моделi недетермiнованих пов-

них маркiвських систем (НПМС). У роздiлi запропоновано розв’язну формальну

теорiю, що може бути використана для формулювання та перевiрки властивостей

траєкторiй НПМС. Також, дослiджено вiдношення глобальної часової бiсимуляцiї

на станах розмiчених НПМС та отримано необхiдну i достатню умову локально-

го характеру для того, щоб дане вiдношення було вiдношенням глобальної часо-

вої бiсимуляцiї, запропоновано критерiй для визначення, чи є множина нижньою

апроксимацiєю множини досяжностi НПМС, що спирається на локальну продов-

жуванiсть траєкторiй, запропоновано узагальнення поняття EDS визначної функцiї

Г. Фрiдмана до поняття EDS визначної функцiї, що перетворює складноiменнi данi,

отримано критерiї виразностi часткових предикатiв в алгебрi часткових предикатiв

з композицiєю предикатного доповнення.

Дисертацiя має теоретичний характер. Отриманi результати суттєво удоско-

налюють розумiння меж застосовностi класичних методiв теорiї абстрактних пере-

писувальних систем та випадкiв, коли є необхiднiсть застосування нових методiв

аналiзу АПС.

Ключовi слова: переписувальнi системи, редукцiя, формальнi методи, фор-

мальнi доведення, формальна верифiкацiя, недискретнi моделi, недетермiнованi

моделi.
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ABSTRACT

Ivanov Ie.V. Generalized abstract rewriting theory. — Qualification scientific work

in the form of a manuscript.

Dissertation for obtaining the scientific degree of doctor of physical and

mathematical sciences in the specialty 01.05.01 «Theoretical foundations of informatics

and cybernetics» (113 — Applied mathematics). — Taras Shevchenko National University

of Kyiv, Kyiv, 2025.

The work concerns development of a theory that extends and generalizes classical

results of the abstract rewriting theory (ARS theory) to cases that are of interest from the

perspective of analysis of non-discrete mathematical models of systems and processes.

One of the central topics of the classical ARS theory is the study of the Church-Rosser

property (or the equivalent confluence property) which expresses a relationship between

the conversion and reduction relations and implies that every element of a system has

no more than one normal form (unique normal form property with respect to reduction).

Methods for checking the Church-Rosser property (confluence) were studied in the 20th

century and in the early 21st century. Now such methods are well known for systems

that have special properties that are typical for discrete models of computation, e.g.

termination or countability. A similar situation holds for other results in the ARS theory.

However, the problem of determining applicability of some of these methods known for

countable or terminating systems to uncountable non-terminating systems is considered

to be an important and fundamental open problem by some of the leading researchers in

the rewriting theory. In addition, properties like termination and countability do not

typically hold for ARS induced by models that, in a certain sense, combine non-

discreteness and nondeterminism and that are important for modern interdisciplinary

areas related to computer science.

For the reasons mentioned above, development of a generalized ARS theory that

extends and generalizes classical results of the abstract rewriting theory to cases that

are of interest from the perspective of analysis of non-discrete mathematical models of

systems and processes is important for theoretical foundations of informatics.

The main results obtained in the dissertation include the following.

1. For the first time completeness of Van Oostrom-De Bruijn decreasing diagrams



7

method for proving confluence of abstract rewriting systems of the least uncountable

cardinality has been proved (previously known results: V. van Oostrom, 1994 – the

method is complete for proving confluence of systems that have the cofinality property;

J. Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek, 2018 – the method with two labels is complete

for proving confluence of systems that have the cofinality property; also, it is known

that the cofinality property may not hold for confluent abstract rewriting systems of any

uncountable cardinality); under the Continuum Hypothesis, from the result obtained in

the dissertation it follows that the decreasing diagrams method is complete for proving

confluence of arbitrary binary relations on the set of real numbers, the set of sequences

of real numbers indexed by natural numbers, the set of continuous real functions, the

set of directed graphs on a fixed countable set of nodes, and on various other structures

of interest to informatics and applied mathematics; the proof of completeness has been

formalized and automatically checked using Isabelle proof assistant, the size of the

formal proof exceeds 300 pages in the Archive of Formal Proofs format.

2. For the first time solutions to the problems of incompleteness of the decreasing

diagrams method with two labels and the absence of collapse of the hierarchy of

decreasing Church-Rosser systems at the level 2 have been obtained (these problems

were posed by J. Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek in 2018 as open problems).

3. For the first time a generalization of Newman’s lemma for strictly inductive

rewriting systems has been proposed.

4. For the first time special induction principles for proving properties of elements

of rewriting systems that do not satisfy termination and countability assumptions have

been proposed.

5. Formal theories for analyzing properties of abstract non-discrete dynamical

models have been further developed.

The dissertation consists of the abstracts, the list of notations, introduction, four

sections divided into subsections, conclusions, the list of references, three appendices.

Section 1 concerns the first two main results of the dissertation (proof of

completeness of Van Oostrom–De Bruijn decreasing diagrams method for proving

confluence of ARS of the least uncountable cardinality and solution of the problem

of incompleteness of the decreasing diagrams method with two labels and the absence

of collapse of the hierarchy of decreasing Church-Rosser systems at the level 2). In

Section 1 applicability of Van Oostrom–De Bruijn decreasing diagrams method to the

tasks of proving confluence of ARS of the least uncountable cardinality is investigated
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and it is proved that this method is complete for proving confluence of ARS of the least

uncountable cardinality, and, assuming the Continuum Hypothesis, it is also complete

for proving confluence of ARS of the cardinality of the continuum that include ARS

induced by a wide range of models of interest to informatics and applied mathematics.

This result fundamentally differs from the previously known results on completeness of

the decreasing diagrams method for special classes of ARS, both in its scope, and the

fact that it does not reply on the cofinality property for constructing ARS labellings in

all cases, because, in the general case, the cofinality property does not hold for ARS of

the least uncountable cardinality.

Section 2 concerns a generalization of Newman’s Lemma for strictly inductive

rewriting systems. One of the ways of weakening the strong normalization condition

in Newman’s lemma is to use the strict inductivity assumption: an ARS (A,→) is

strictly inductive, if every nonempty chain in A in the sense of the preorder →∗ has

a least upper bound. The well-known Newman’s counterexample cannot be used to

disprove the hypothesis about the equivalence between the local confluence condition

and the confluence condition for acyclic strictly inductive ARS. In Section 2 it is

proved that the equivalence between the local confluence condition and the confluence

condition for acyclic strictly inductive ARS holds, if the set of irreducible elements of

the ARS is at most countable. However, there exists an acyclic, strictly inductive, locally

confluent ARS that is not confluent. The latter ARS can be considered as strengthening

of Newman’s counterexample, however, it is necessarily uncountable and significantly

differs from the usual Newman’s counterexample (which is countable). Also, in the

section an extension of these results to a theorem that generalizes Newman’s lemma to

all strictly inductive ARS is proposed.

Section 3 concerns development of special induction principles for proving

properties of elements of rewriting systems that do not satisfy termination and countabi-

lity assumptions. From the classical rewriting theory it is known that an ARS is termi-

nating if and only if it satisfies Noetherian induction principle. This fact is useful for

proving universal properties of elements of terminating ARS. However, ARS induced

by non-discrete models often do not satisfy the termination condition. For this reason,

Noetherian induction principle cannot be applied to them, and it is important to investi-

gate alternative principles for proving universal properties of elements of ARS that are

not necessarily terminating. In Section 3 such principles are proposed. In particular,

in the section an induction principle for diamond-free complete partially ordered sets
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is proposed (it can also be used for acyclic ARS that induce such partially ordered

sets) and a common generalization of the well-founded induction principle and the real

induction principle is proposed. Also, in the section a general approach to formulation

of induction principles for different structures is proposed.

Section 4 concerns development of formal theories for analysis of properties of

abstract non-discrete dynamical models. In the section an approach to generalization

of abstract and labelled rewriting systems is proposed; this approach allows one to

formalize continuous time processes of element transformation (rewriting); it is based

on application of the model of nondeterministic complete Markovian systems (NCMS).

In the section a decidable formal theory that can be used to state and check properties

of trajectories of NCMS is proposed. Also, global timed bisimulation relations on states

of labelled NCMS are investigated and a local necessary and sufficient condition for a

relation to be a global timed bisimulation is obtained, a criterion for checking that a set is

an underapproximation of a reach set of an NCMS based on local trajectory extension is

proposed, a generalization of H. Friedman’s notion of an EDS definable function to the

notion of an EDS definable function that transforms complex-named data is proposed,

a criterion of expressibility of partial predicates in the algebra of partial predicates with

the predicate complement composition is obtained.

The dissertation is theoretical. The obtained results significantly improve

understanding of limits of applicability of classical methods of the abstract rewriting

theory and cases when new methods of analysis of ARS are required.

Keywords: rewriting systems, reduction, formal methods, formal proofs, formal

verification, non-discrete models, nondeterministic models.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

¬, ∨, ∧ — заперечення, диз’юнкцiя, кон’юнкцiя

⇒, ⇔ — iмплiкацiя, еквiвалентнiсть

Bool — множина {False, True}

N — множина натуральних чисел {1, 2, 3, ...}

N0 — множина невiд’ємних цiлих чисел {0, 1, 2, ...}

Z — множина цiлих чисел

R — множини дiйсних чисел

R+ — множина невiд’ємних дiйсних чисел

∅ — порожня множина

∈,⊆ — належнiсть, включення

∪,∩, \ — об’єднання, перетин, рiзниця множин

× — декартiв добуток множин

2A — булеан множини A

|A| — потужнiсть множини A

f : A→ B — тотальна функцiя з A в B

f : A →̃B — часткова функцiя з A в B

(ai)i∈I — iндексована сiм’я

dom(f) — область визначення функцiї

f |A — обмеження функцiї f на множину A

R−1 – обернене вiдношення до бiнарного вiдношення R

R+ – транзитивне замикання бiнарного вiдношення R

R= – рефлексивне замикання бiнарного вiдношення R

R∗ – рефлексивно-транзитивне замикання вiдношення R

supA або sup≤A – точна верхня межа множини A (в сенсi порядку ≤)

inf A або inf≤A – точна нижня межа множини A (в сенсi порядку ≤)

[a, b] – замкнений промiжок у впорядкованiй множинi

[a, b), (a, b] – напiввiдкритi промiжки у впорядкованiй множинi

(a, b) – упорядкована пара або вiдкритий промiжок

〈a, b〉 – упорядкована пара

� – кiнець доведення
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f(x) ↓ — значення f(x) визначене

f(x) ↑ — значення f(x) не є визначеним

f(x) ∼= g(x) — сильна рiвнiсть: f(x) ↓ тодi i тiльки тодi,

коли g(x) ↓, i якщо f(x) ↓, то f(x) = g(x)

f ◦ g — функцiональна композицiя: (f ◦ g)(x) ∼= f(g(x))

T — множина всiх промiжкiв в R+,

що мiстять бiльше нiж один елемент

f1 =̇A f2 — обмеження функцiй f1, f2 на множину A рiвнi

f1 =̇t− f2 — обмеження функцiй f1, f2 на деякий лiвий пiвокiл t рiвнi

f1 =̇t+ f2 — обмеження функцiй f1, f2 на деякий правий пiвокiл t рiвнi

f v g — графiк функцiї f є пiдмножиною графiку g

f @ g — графiк функцiї f є власною пiдмножиною графiку g

x 7→ e(x) — функцiя, визначена виразом e(x)

АПС — абстрактна переписувальна система

РПС — розмiчена переписувальна система

DCR — спадна властивiсть Черча-Россера

НПМС — недетермiнована повна маркiвська система
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Теорiя переписувальних систем

є частиною теоретичних основ iнформатики, що вивчає математичнi моделi покро-

кового перетворення (переписування) об’єктiв, якi, типово, є пов’язаними з проце-

сами обчислень або логiчного виводу [5, 108, 155, 196, 133]. Iсторично, дана теорiя

походить вiд теорiй лямбда числення та комбiнаторної логiки [16]. Методи теорiї

переписувальних систем мають застосування у контекстах визначення операцiйної

семантики та реалiзацiї мов програмування [161, 129, 139, 41, 124], специфiка-

цiї та верифiкацiї програмного та апаратного забезпечення [40, 139, 124], моде-

лювання та аналiзу систем у рiзних галузях [139, 14, 109, 124, 41, 8]. Розробки

Київської школи кiбернетики, заснованої В.М. Глушковим, що стосуються за-

стосувань теорiї переписувальних систем, включають, зокрема, мову АНАЛIТИК

[42, 124], систему автоматизацiї доведень [131], систему алгебраїчного програму-

вання [120, 121, 124].

Теорiя абстрактних переписувальних систем (АПС) охоплює базовi результа-

ти, важливi для теорiї переписувальних систем, що можуть бути сформульованi на

абстрактному рiвнi, що не накладає обмежень на структуру та подання елементiв

системи i правил переписування [5, 108, 155, 196] (наприклад, принцип нетерової

iндукцiї для переписувальних систем, лема Ньюмана, метод спадних дiаграм ван

Оострома-де Брейна). Однiєю з центральних тем класичної теорiї АПС є дослiдже-

ння властивостi Черча-Россера [145, 56] (або еквiвалентної властивостi конфлюен-

тностi), що виражає зв’язок мiж вiдношеннями конверсiї (англ. convertibility) та

редукцiї (англ. reduction) та має як наслiдок властивiсть iснування не бiльше однiєї

нормальної форми у кожного елемента системи [108] (єдинiсть нормальної форми

вiдносно редукцiї, англ. unique normal form property with respect to reduction [108]).

Остання властивiсть може бути iнтерпретована таким чином: хоча недетермiнова-

на система може допускати багато виконань, неможливо, щоб два таких виконання

починалися в одному станi, але завершились у рiзних станах.

Методи перевiрки властивостi Черча-Россера (конфлюентностi) дослiджува-

лися протягом тривалого перiоду 20-го столiття та на початку 21-го столiття як

на абстрактному рiвнi (характерному для теорiї абстрактних переписувальних си-
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стем), так i на рiвнях теорiй переписувальних систем спецiального вигляду (на-

приклад, систем переписування термiв). Зокрема, такi методи вивчались у роботах

M.H.A. Newman, J.R. Hindley, B.K. Rosen, N.G. de Bruijn, G. Huet, R. Nederpelt,

J.W. Klop, V. van Oostrom [145, 52, 176, 25, 56, 143, 107, 202] та iнших дослi-

дникiв; пов’язанi дослiдження проводили А.В. Анiсiмов, В.Г. Боднарчук, А.Ю.

Дорошенко, Г.М. Жолткевич, О.А. Летичевський, О.О. Летичевський, М.С. Львов,

О.В. Лялецький, В.С. Песчаненко та iншi дослiдники [204, 42, 29, 187, 27, 26, 214,

122, 126, 125, 153, 152, 130].

Тепер методи доведення конфлюентностi є добре вивченими для систем, що

мають спецiальнi властивостi, характернi для дискретних моделей обчислень, такi

як термiнальнiсть або злiченнiсть [5, 108, 155, 196]. Подiбна ситуацiя має мiсце i

для iнших результатiв теорiї АПС (наприклад, принцип нетерової iндукцiї засто-

совний до термiнальних АПС). Однак, визначення застосовностi деяких iз зазна-

чених методiв, вiдомих для злiченних або термiнальних систем, до незлiченних

нетермiнальних систем вважається деякими провiдними дослiдниками з теорiї пе-

реписувальних систем важливою i фундаментальною вiдкритою проблемою [32].

Крiм того, властивостi, такi, як термiнальнiсть i злiченнiсть не є характер-

ними для АПС, що породженi моделями, що, в певному сенсi, поєднують недис-

кретнiсть, недетермiнiзм, невизначенiсть (наприклад, у сенсi iнтервальних моде-

лей невизначеностi), якi є важливими для сучасних мiждисциплiнарних напрям-

кiв, пов’язаних з iнформатикою, наприклад, для кiберфiзичних систем [6, 119, 123]

(систем, що поєднують обчислювальнi та фiзичнi процеси). Прикладом АПС, по-

родженої недетермiнованою дискретно-неперервною (гiбридною [43]) динамiчною

системою (що, наприклад, моделює поведiнку кiберфiзичної системи) може бути

пара (S,→), де S – множина повних станiв, що включають iнформацiю про поточнi

значення неперервних i дискретних змiнних системи, а вiдношення → – таке, що

s1 → s2 тодi i тiльки тодi, коли гiбридна система може перейти з s1 до s2 або вна-

слiдок неперервної еволюцiї неперервного стану межах одного дискретного стану,

або внаслiдок одного переходу мiж двома дискретними станами.

У зв’язку з вищезазначеним, для теоретичних основ iнформатики є актуаль-

ною побудова узагальненої теорiї АПС, що розширює та узагальнює класичнi ре-

зультати теорiї АПС на випадки, що становлять iнтерес з точки зору аналiзу не-

дискретних математичних моделей.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, гранта-
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ми. Дисертацiйна робота є складовою частиною наукових робiт, якi ведуться

на кафедрi програмних систем i технологiї факультету iнформацiйних техноло-

гiй Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Частина до-

слiджень, що складають роботу, виконувалась за часткової пiдтримки програми

Erasmus+ KA107 у 2018 та 2019 роках (академiчна мобiльнiсть для наукових до-

слiджень та викладання, Унiверситет Бiлостоку, Польща).

Автор роботи був членом робочої групи WG4 “Libraries of formal proofs”

проєкту “European Research Network on Formal Proofs” (Cost Action CA20111) у

2024 i 2025 роцi.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є побудова те-

орiї, що розширює та узагальнює класичнi результати теорiї абстрактних перепи-

сувальних систем (АПС) на випадки, що становлять iнтерес з точки зору аналiзу

недискретних математичних моделей систем i процесiв.

Завдання дослiдження:

– аналiз можливостi послаблення припущень класичних результатiв i методiв

теорiї АПС (наприклад, слабка або сильна нормалiзацiя, злiченнiсть) для

розширення ранiше вiдомих меж їх застосовностi;

– розроблення нових методiв аналiзу властивостей АПС для випадкiв, на якi

класичнi методи теорiї АПС не можуть бути поширенi;

– аналiз меж застосовностi нових, розширених, та/або узагальнених результа-

тiв теорiї АПС.

Об’єкт дослiдження – абстрактнi переписувальнi системи.

Предмет дослiдження – властивостi абстрактних переписувальних систем,

породжених недискретними математичними моделями, методи їх перевiрки та

зв’язки мiж такими властивостями.

Методи дослiдження. У роботi використовуються математичнi засади фор-

мальних методiв (математична логiка, теорiя абстрактних переписувальних си-

стем), а також методи формалiзацiї та автоматизованої перевiрки доведень за до-

помогою комп’ютерних систем iнтерактивного доведення теорем. Наприклад, до-

каз повноти методу спадних дiаграм для доведення конфлюентностi абстрактних

переписувальних систем мiнiмальної незлiченної потужностi, отриманий автором

дисертацiї, був формалiзований та перевiрений за допомогою вiдомої системи iнте-

рактивного доведення теорем Isabelle [57], що, у зв’язку з особливостями реалiзацiї

та тривалою iсторiєю даної системи, може розглядатися як свiдчення про високий
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рiвень достовiрностi отриманого результату.

Наукова новизна одержаних результатiв полягає в тому, що

– вперше доведено повноту методу спадних дiаграм ван Оострома-де Брейна

для доведення конфлюентностi абстрактних переписувальних систем мiнi-

мальної незлiченної потужностi (попереднi вiдомi результати: V. van Oostrom,

1994 [202] – метод є повним для доведення конфлюентностi систем, що

мають властивiсть кофiнальностi; J. Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek, 2018

[31] – метод з двома мiтками є повним для доведення конфлюентностi си-

стем, що мають властивiсть кофiнальностi; також, загальновiдомо, що вла-

стивiсть кофiнальностi може не виконуватись для конфлюентних абстра-

ктних переписувальних систем будь-якої незлiченної потужностi); за припу-

щення континуум-гiпотези, з отриманого у дисертацiї результату випливає,

що метод спадних дiаграм є повним для доведення конфлюентностi довiль-

них бiнарних вiдношень на множинi дiйсних чисел, множинi послiдовностей

дiйсних чисел, iндексованих натуральними числами, множинi неперервних

дiйсних функцiй, множинi орiєнтованих графiв iз фiксованою злiченною мно-

жиною вузлiв i на рiзноманiтних iнших структурах, що становлять iнтерес з

точки зору iнформатики та прикладної математики; доведення повноти бу-

ло формалiзовано та автоматично перевiрено за допомогою вiдомої системи

iнтерактивного доведення теорем Isabelle, обсяг формального доказу переви-

щує 300 сторiнок у форматi Archive of Formal Proofs [81];

– вперше отримано розв’язки проблем неповноти методу спадних дiаграм з

двома мiтками та вiдсутностi колапсу на рiвнi 2 iєрархiї систем, що мають

спадну властивiсть Черча-Россера (данi проблеми були сформульованi J.

Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek у 2018 роцi як вiдкритi проблеми [31, Open

Problem 32, 33] );

– вперше запропоновано узагальнення леми Ньюмана для строго iндуктивних

переписувальних систем;

– вперше запропоновано спецiальнi принципи iндукцiї для доведення властиво-

стей елементiв переписувальних систем, що не задовольняють припущенням

про термiнальнiсть та злiченнiсть;

– дiстали подальшого розвитку формальнi теорiї для аналiзу властивостей

абстрактних недискретних динамiчних моделей.

Теоретичне i практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiя
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має теоретичний характер та робить iстотний внесок до теорiї переписувальних

систем. Отриманi результати суттєво удосконалюють розумiння меж застосовностi

класичних методiв теорiї абстрактних переписувальних систем та випадкiв, коли є

необхiднiсть застосування нових методiв аналiзу АПС.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi результати дисертацiї отриманi

автором особисто. З публiкацiй зi спiвавторами на захист виносяться лише ре-

зультати, отриманi автором дисертацiї. У роботах 1–6 автору дисертацiї належать

неформалiзованi i формалiзованi доведення основних результатiв (за допомогою

систем iнтерактивного доведення теорем). У роботах зi спiвавторами 8–15, 17–19,

21, 28–31 автору дисертацiї належать формулювання iдей, визначення цiлей i ме-

тодiв дослiдження, неформалiзованi доведення основних результатiв.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Основнi результати були представленi на

мiжнародних наукових конференцiях або воркшопах, зокрема:

– 10th International Conference on Formal Structures for Computation and

Deduction (FSCD 2025), July 14-20, 2025, Birmingham, United Kingdom;

– 13th International Workshop on Confluence (IWC 2024), July 9, 2024, Tallinn,

Estonia;

– 12th International Workshop on Confluence (IWC 2023), August 23-24, 2023,

Obergurgl, Austria;

– XI International Scientific Conference “Information Technology and

Implementation” (IT&I-2024), November 20-21, 2024, Kyiv, Ukraine;

– 8th International Conference on Formal Structures for Computation and Deduction

(FSCD 2023), July 3-6, 2023, Rome, Italy;

– X International Scientific Conference “Information Technology and

Implementation” (IT&I-2023), November 20-21, 2023, Kyiv, Ukraine;

– 16th International Conference on Information and Communication Technologies

in Education, Research, and Industrial Applications (ICTERI 2020), Kharkiv,

Ukraine, October 6-10, 2020;

– Conference on Mathematical Foundations of Informatics. MFOI-2020. 12-16 Jan.

2021, Kyiv, Ukraine;

– Logic and its Applications. 2nd World Logic Day – January 14, 2020. The

workshop, Kyiv, Ukraine;

– Logic and its Applications. 1st World Logic Day – January 14, 2019. The

workshop, Kyiv, Ukraine.
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 21 науковiй працi

у закордонних виданнях, проiндексованих у наукометричних базах Web of Science

та/або Scopus. Апробацiю матерiалiв дисертацiї засвiдчують 10 праць, додатково

вiдображає науковi результати дисертацiї 1 праця.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з анотацiй,

перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, подiлених на пiдроздiли,

висновкiв, списку використаних джерел, трьох додаткiв. Текст мiстить 13 рисункiв.

Список використаних джерел включає 214 найменувань i займає 15 сторiнок.

Загальний обсяг роботи становить 308 сторiнок, обсяг основного тексту становить

265 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1. КОНФЛЮЕНТНIСТЬ АПС МIНIМАЛЬНОЇ НЕЗЛIЧЕННОЇ

ПОТУЖНОСТI

1.1. Повнота методу спадних дiаграм для доведення конфлюентностi пе-

реписувальних систем мiнiмальної незлiченної потужностi

1.1.1. Попереднi зауваження

Абстрактна переписувальна система (АПС) [196, 5, 133] є парою (A,→) з

множини A елементiв та бiнарного вiдношення → на A, де → називається вiдно-

шенням редукцiї, її елементи (пари (a, b), такi, що a → b) називаються кроками

редукцiї, а вiдношення еквiвалентностi, породжене → називається вiдношенням

конверсiї. Якщо не iснує b, такого, що a → b, то a називається незвiдним еле-

ментом. Якщо a →∗ b i b є незвiдним (де →∗ використовується для позначення

рефлексивно-транзитивного замикання вiдношення →), то b називається нормаль-

ною формою a. Наприклад, кроки редукцiї можуть розглядатись як кроки в проце-

сi обчислення або автоматизованого мiркування, а незвiднi елементи можуть роз-

глядатись як можливi результати таких процесiв. Властивiсть Черча-Россера (CR)

АПС [196, 5, 133] виражає такий зв’язок мiж вiдношеннями конверсiї та редукцiї:

для кожних a, b, c в A, якщо a ↔∗ b, то iснує c в A, такий, що a →∗ c i b →∗ c, де

↔ позначає симетричне замикання →.

У цьому контекстi властивiсть конфлюентностi АПС є еквiвалентною власти-

востi CR. Одним з наслiдкiв властивостi CR (або конфлюентностi) є те, що кожний

елемент a в A має не бiльше однiєї нормальної форми (властивiсть єдиностi нор-

мальної форми вiдносно редукцiї). Це можна iнтерпретувати таким чином: хоча

може бути багато шляхiв обчислення, якi починаються з a, неможливо, щоб два

такi шляхи завершувались з двома рiзними результатами (нормальними формами).

Таке припущення є корисним, наприклад, при тестуваннi недетермiнованого про-

грамного забезпечення.

Методи перевiрки конфлюентностi дослiджувались протягом тривалого часу

для рiзних класiв переписувальних систем. Наприклад, для абстрактних перепи-

сувальних систем (АПС) лема Ньюмана [145] надає критерiй перевiрки конфлю-

ентностi для сильно нормалiзуючих (термiнальних) АПС, тобто для АПС, що не

мають нескiнченних послiдовностей редукцiй a1 → a2 → ..., що зводить задачу пе-



28

ревiрки властивостi конфлюентностi до задачi перевiрки локальної конфлюентно-

стi. Подальшi роботи щодо властивостi Черча-Россера / конфлюентностi для аб-

страктних переписувальних систем включають [176, 25, 56, 107, 201, 202, 30, 31].

Одним з найбiльш загальних вiдомих методiв доведення конфлюентностi є метод

спадних дiаграм ван Оострома [202, 201]. Ряд iнших критерiїв конфлюентностi мо-

жна розглядати як його прямi наслiдки [201]. Огляд iсторiї цього методу та його

зв’язку з роботами де Брейна [25] наведений у [30], iнформацiя про модифiкова-

нi версiї цього методу (включаючи варiант для вiдношення конверсiї) наведенi у

[203, 12, 211], приклади застосування методу наведенi у [201, 53].

Щоб довести, що АПС є конфлюентною за допомогою методу спадних дiа-

грам, необхiдно [202, 201] обрати множину мiток L i фундований частковий по-

рядок ≺ на L, i побудувати розмiчену версiю АПС (що асоцiює мiтки з кроками

редукцiї), що задовольняє умову, подiбну до умови локальної конфлюентностi, але

з певними обмеженнями на те, яким чином мiтки крокiв редукцiї, якi використо-

вуються в цiй умовi, пов’язанi з ≺. З теореми [201, теорема 3.7] ван Оострома ви-

пливає, що якщо iснує розмiчена версiя АПС, що задовольняє згадану вище умову,

початкова АПС є конфлюентною. Напiвформально, клас АПС зi спадною власти-

вiстю Черча-Россера (DCR) [201] – це клас всiх АПС, для яких конфлюентнiсть

може бути доведена методом спадних дiаграм (тут “може бути доведена” означає,

що “iснує розмiчена версiя АПС, яка задовольняє умови [201, теорема 3.7]”).

Враховуючи, що цiлий ряд ранiше вiдомих критерiїв конфлюентностi можна

розглядати як прямi наслiдки методу спадних дiаграм, в роботi [31], J. Endrullis,

J.W. Klop, R. Overbeek дослiдили можливiсть використання обмежених версiй

цього методу для оцiнювання складностi задач доведення конфлюентностi. Бiльш

детально, вони розглянули обмеженi варiанти методу спадних дiаграм, де числа

0, 1, ..., n − 1 (для фiксованого n) зi звичайним порядком на них могли бути

використанi в розмiтцi для доведення конфлюентностi АПС, i, продовжуючи

цю iдею, ввели iєрархiю пiдкласiв класу DCR АПС (скорочено, DCR iєрархiя),

таку, що, напiвформально, для кожного ординалу α, клас DCRα у цiй iєрархiї

складається з конфлюентних АПС, для яких конфлюентнiсть може бути доведена

методом спадних дiаграм за допомогою фiксованої множини мiток L = {β | β < α}

(ординалiв, менших, нiж α) i фiксованого фундованого порядку на цiй множинi, що

є обмеженням звичайного порядку на ординалах на L. Для цих класiв виконуються
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такi включення [31]:

DCR0 ⊆ DCR1 ⊆ DCR2 ⊆ DCR3 ⊆ ...

У [31] було показано, що кожна АПС, що має властивiсть кофiнальностi

[107, 31] належить класу DCR2 (знаходиться на рiвнi 2 DCR iєрархiї). Також було

вiдомо [107, 31], що злiченнi конфлюентнi АПС (що є важливими, наприклад, для

моделювання дискретних процесiв) мають властивiсть кофiнальностi, тому у [31]

було встановлено, що злiченнi конфлюентнi АПС належать класу DCR2 (їх кон-

флюентнiсть може бути доведена методом спадних дiаграм з використанням мно-

жини мiток {0, 1} зi звичайним порядком). Однак, також вiдомо [31, с. 14, примiтка

3], що незлiченнi конфлюентнi АПС (будь-якої незлiченної потужностi) можуть не

мати властивостi кофiнальностi. При цьому, як випливає з [32, Open Problem 6.6],

питання надання локальних критерiїв для конфлюентностi незлiченних АПС може

розглядатись як фундаментальна вiдкрита проблема в теорiї переписувальних си-

стем. Це вказує на важливiсть дослiдження застосовностi методу спадних дiаграм

для доведення конфлюентностi АПС, що не обов’язково мають властивiсть кофi-

нальностi.

У цьому пiдроздiлi описано формальний доказ у системi Isabelle/HOL

[151, 206], що встановлює, що кожна конфлюентна АПС (A,→), така, що поту-

жнiсть її вiдношення редукцiї → не бiльша за перший незлiченний кардинал ℵ1
належить класу DCR3, тобто конфлюентнiсть (A,→) може бути доведена мето-

дом спадних дiаграм за допомогою фiксованої множини мiток L = {0, 1, 2}, упо-

рядкованої таким чином, що 0 < 1 < 2. Isabelle [57, 151] є вiдомим програмним

забезпеченням iнтерактивного доведення теорем з невеликим логiчним ядром, що

забезпечує можливiсть формулювання тверджень i перевiрки доведень у кiлькох цi-

льових логiках, до яких належать, зокрема, HOL (англ. higher-order logic) [151, 162]

та ZF (теорiя множин Цермело-Френкеля). Isabelle може бути використана [57] для

перевiрки математичних текстiв, а також для формальної специфiкацiї та вери-

фiкацiї програмного забезпечення. У данiй системi користувач може вводити новi

визначення та формулювати твердження (леми, теореми) за допомогою спецiальної

формальної мови [57]. У деяких випадках, доказ твердження може бути отримано

автоматично (за допомогою систем автоматичного доведення теорем), але у бага-

тьох нетривiальних випадках користувач має надати скрипт або структурований

текст доведення [57]. Формалiзацiї в Isabelle деяких класичних результатiв теорiї
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переписувальних систем включають [192, 58, 212].

Отриманий у даному пiдроздiлi результат (повнота методу спадних дiаграм

для АПС мiнiмальної незлiченної потужностi) також може бути сформульований в

теорiї множин Цермело-Френкеля з аксiомою вибору (ZFC) [36]. Якщо додатково

приймається континуум-гiпотеза [191] (що є незалежною вiд ZFC за припущення

про несуперечливiсть ZFC [191]), з головного результату пiдроздiлу випливає, що

метод спадних дiаграм є повним для доведення конфлюентностi АПС потужностi

континууму, i, таким чином, цей метод охоплює задачi доведення конфлюентностi

для АПС на багатьох математичних структурах, що використовуються в iнфор-

матицi та прикладнiй математицi [6, 119]. У цьому випадку, теоретично, метод

спадних дiаграм є достатнiм для встановлення конфлюентностi АПС, коли її еле-

ментами є:

– дiйснi числа;

– скiнченновимiрнi дiйснi вектори / матрицi;

– нескiнченнi графи на фiксованiй злiченнiй множинi вершин (оскiльки мно-

жина всiх бiнарних вiдношень на множинi натуральних чисел рiвнопотужна

множинi дiйсних чисел R);

– нескiнченнi послiдовностi натуральних або дiйсних чисел, iндексованi нату-

ральними числами (альтернативно, функцiї f : N→ N або f : N→ R);

– неперервнi або кусково-неперервнi функцiї f : R → R (оскiльки множина

всiх неперервних функцiї f : R→ R рiвнопотужна множинi R);

– iншi математичнi об’єкти, що утворюють множину потужностi континууму

(або меншої потужностi).

Хоча теорiя переписувальних систем часто використовується для аналiзу пе-

ретворень скiнченних об’єктiв, таких, як скiнченнi терми (у не бiльш нiж злiченнiй

сигнатурi), у згаданих вище випадках це не має бути так: метод спадних дiаграм

може бути застосований до АПС, якi описують перетворення таких об’єктiв, як,

наприклад, функцiї f : N→ N.

Отриманий у пiдроздiлi результат має фундаментальнi вiдмiнностi вiд попе-

реднiх результатiв щодо повноти методу спадних дiаграм для спецiальних класiв

АПС [202, 30, 31]. Цi вiдмiнностi можуть бути поясненi таким чином. Властивiсть

конфлюентностi тiсно пов’язана з абстрактним варiантом проблеми слiв (англ.

word problem) [5], що полягає у питаннi, чи належать два довiльно заданих елемен-

ти вiдношенню еквiвалентностi, породженому вiдношенням редукцiї. Вiдповiдно
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до класичної теорiї АПС [145], для конфлюентних сильно нормалiзуючих (термi-

нальних) АПС дана проблема може бути, в принципi, вирiшена шляхом довiльного

слiдування за вiдношенням редукцiї вiд початкових елементiв до їх нормальних

форм i порiвняння нормальних форм. У випадку нетермiнальних злiченних АПС

така процедура може не завершуватись, але абстрактна проблема слiв, все ж, має

особливу структуру, що випливає з властивостi кофiнальностi [107], а саме, во-

на рiвносильна абстрактнiй проблемi слiв для деякої детермiнованої однокрокової

стратегiї редукцiї [198, роздiл 2], [196] (функцiонального пiдвiдношення вiдноше-

ння редукцiї, вiдносно якого множина нормальних форм є тiєю самою множиною,

що множина нормальних форм вiдносно вiдношення редукцiї), тобто для будь-якої

злiченної конфлюентної АПС iснує детермiнована однокрокова стратегiя редукцiї,

що породжує те саме вiдношення еквiвалентностi, що →. Подiбна iдея детермiнi-

зацiї АПС була суттєво використана у [31] для доведення повноти методу спадних

дiаграм з двома мiтками для злiченних АПС (або ширше, АПС з властивiстю ко-

фiнальностi). Однак, така iдея детермiнiзацiї не може бути застосована для класу

всiх конфлюентних АПС будь-якої фiксованої незлiченної потужностi через iсну-

вання конфлюентних АПС, що не мають детермiнованих однокрокових стратегiй

редукцiї, що породжують те саме вiдношення еквiвалентностi, що редукцiя (зберi-

гають вiдношення конверсiї / абстрактну проблему слiв) [31, примiтка 3], напри-

клад, множини скiнченних пiдмножин незлiченної множини разом вiдношенням

редукцiї, визначеним аналогiчно до вiдношення редукцiї у прикладi [31, примiтка

3]. У зв’язку з цим, для вирiшення проблеми повноти методу спадних дiаграм для

мiнiмальної незлiченної потужностi, у данiй роботi здiйснено новий загальний ана-

лiз структури тих конфлюентних вiдношень мiнiмальної незлiченної потужностi,

що не мають властивостi кофiнальностi i не можуть бути детермiнiзованi у спосiб,

подiбний до [31].

Решта даного пiдроздiлу має таку структуру. У пунктi 1.1.2 надано огляд

пов’язаної лiтератури. У пунктi 1.1.3 описано термiни i позначення, що використо-

вуються далi. У пунктi 1.1.4 надано:

– неформалiзоване формулювання (природною мовою) головного результату

пiдроздiлу;

– формулювання формалiзованої версiї головного результату пiдроздiлу в

Isabelle/HOL (теорема thm_main у файлi DCRN1.thy за посиланням [78]).

У пунктi 1.1.5 описано структуру формального доказу з [78] природною мовою
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за допомогою теорiї множин. Таблицi вiдповiдностi мiж позначеннями, що вико-

ристовуються в дисертацiї та у файлi за посиланням [78] (на формальнiй мовi

Isabelle/HOL) наведенi в додатку А.

Для перевiрки коректностi головного результату пiдроздiлу може бути ви-

користане програмне забезпечення Isabelle 2025 [57]. Iнструкцiї щодо повторної

перевiрки формальних доказiв у програмному забезпеченнi Isabelle наведенi в до-

датку Б. Наведенi у даному пiдроздiлi i у рештi роздiлу результати також описанi

у [82, 87, 64, 81, 78, 83, 79, 86].

1.1.2. Пов’язанi роботи iнших авторiв

Роботи [202, 201, 30, 31, 32] безпосередньо пов’язанi зi змiстом цього

пiдроздiлу. Зокрема, вони встановлюють, що кожна АПС, яка має властивiсть

кофiнальностi, має спадну властивiсть Черча-Россера (DCR), або, бiльш детально,

належить класу DCR2. З цього випливає, що кожна злiченна конфлюентна або

слабко нормалiзуюча конфлюентна АПС має спадну властивiсть Черча-Россера.

Додатково, тема цього пiдроздiлу пов’язана зi спрямованими множинами: для

непорожньої конфлюентної АПС (A,→), що є слабко зв’язною як орiєнтований

граф, з властивостi Черча-Россера випливає, що (A,→∗) є спрямованою передвпо-

рядкованою множиною. Спрямованi множини вивчались в багатьох роботах, в т.ч.

[200, 104, 45, 134, 205, 59, 140, 141, 197, 28]. Рiзнi роботи, що стосуються структури

або класифiкацiї (нескiнченних) спрямованих множин або бiльш загальних перед-

/частково впорядкованих множин, наприклад, [134, 205, 59, 140, 141, 197, 28], є, в

широкому сенсi, пов’язаними з темою даного пiдроздiлу. Однак, вiдсутнiсть припу-

щення про транзитивнiсть вiдношення редукцiї→ є специфiчною для дослiдження

властивостi конфлюентностi.

1.1.3. Позначення i термiни

В якостi базової теорiї для наведених нижче тверджень може бути використа-

на теорiя множин фон Неймана-Бернайса-Геделя (NBG) [137, 36] з аксiомою гло-

бального вибору [36, с. 133]. Формальнi твердження з формалiзацiї в Isabelle/HOL

[78], що згадуються у текстi, можуть бути iнтерпретованi у теорiї множин вiдпо-

вiдно до [162, 115, 118]. Формулювання головного результату пiдроздiлу (теорема

1.1.1) не використовує власнi класи, тому цей результат також має мiсце в ZFC.

1.1.3.1. Позначення

Будемо використовувати такi позначення:

– ¬, ∨, ∧, ⇒ є логiчним запереченням, диз’юнкцiєю, кон’юнкцiєю та iмплiка-
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цiєю вiдповiдно;

– (ai)∞i=0 є послiдовнiстю елементiв, iндексованих невiд’ємними цiлими числа-

ми;

– (ai)i∈I є iндексованою сiм’єю з множиною iндексiв I (тобто тотальною

функцiєю на множинi I).

Для будь-якої множини A будемо називати R ⊆ A × A (бiнарним) вiдно-

шенням i будемо називати R′ ⊆ R пiдвiдношенням R. Якщо A,B є будь-якими

множинами, n є додатним цiлим числом, R ⊆ A× A, то:

– Fld(R) = {a | ∃b (a, b) ∈ R} ∪ {b | ∃a (a, b) ∈ R},

Fld(R) буде називатись полем R;

– R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R};

– IdA = {(a, a) | a ∈ A};

– Rn = {(a, b) | ∃a0, ..., an a = a0∧ b = an∧∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1} (ai, ai+1) ∈ R};

– R+ =
⋃∞
n=1R

n, тобто R+ є транзитивним замиканням R;

– R|B = R ∩ (B × B), тобто R|B є обмеженням R на B.

Зауваження 1.1.1. Вiдношення будуть позначатись лiтерами (наприклад, R, r, s)

або спецiальними символами (наприклад, →). В останньому випадку для позна-

чення належностi пари вiдношенню буде використовуватись iнфiксна нотацiя, на-

приклад, a→ b.

1.1.3.2. Абстрактнi переписувальнi системи

Наведемо декiлька стандартних означень з лiтератури з переписувальних

систем [108, 5, 133], що будуть використовуватись далi.

Означення 1.1.1 ([108, 5, 133]). Абстрактна переписувальна система (АПС) є

парою (X,→) з множини X та бiнарного вiдношення →⊆ X × X (вiдношення

редукцiї).

Зауваження 1.1.2. Деякi автори визначають АПС як пару з множини i iндексованої

сiм’ї вiдношень (→i)i∈I . У данiй роботi системи з iндексованими сiм’ями редукцiй

будуть називатись розмiченими переписувальними системами (РПС), а не АПС.

Нехай (X,→) є АПС. Будемо позначати як →∗ рефлексивно-транзитивне

замикання → на X .

Означення 1.1.2 ([108, 5, 133]). Нехай x ∈ X . Тодi

1. x є звiдним, якщо iснує x′ ∈ X , такий, що x→ x′;
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2. x є незвiдним, якщо x не є звiдним;

3. x′ ∈ X є нормальною формою x, якщо x→∗ x′ i x′ є незвiдним.

Означення 1.1.3 ([108, 5, 133]). АПС (X,→) є

1. (слабко) нормалiзуючою, якщо для кожного x ∈ X iснує x′ ∈ X , такий, що

x′ є нормальною формою x;

2. термiнальною (або, альтернативно, сильно нормалiзуючою), якщо не iснує

нескiнченної послiдовностi редукцiй x1 → x2 → ... (xi ∈ X).

Означення 1.1.4 ([108, 5, 133]). АПС (X,→) є

1. конфлюентною, якщо

∀a, b, c ∈ X (a→∗ b ∧ a→∗ c⇒ ∃d ∈ X (b→∗ d ∧ c→∗ d));

2. локально конфлюентною, якщо

∀a, b, c ∈ X (a→ b ∧ a→ c⇒ ∃d ∈ X (b→∗ d ∧ c→∗ d)).

1.1.3.3. Ординали та потужнiсть

Будемо припускати, що ординал [137] α – це множина, така, що ∈ цiлком

впорядковує α i кожний елемент α є пiдмножиною α.

Зауваження 1.1.3. У [78] не використовується вищезазначене означення ординалу.

Замiсть цього, використовується формалiзацiя [11] ординалiв (i потужностей), що

використовує типiзованi цiлком упорядкування, що дозволяє моделювати мiркуван-

ня, що стосуються теоретико-множинних ординалiв. Iнформацiя про iншi пов’язанi

пiдходи до ординалiв наведена у [114].

Якщо α, β є ординалами, то α < β позначає α ∈ β, а α ≤ β позначає

(α = β) ∨ (α < β). Також, α > β i α ≥ β позначають β < α i β ≤ α вiдповiдно.

Зауваження 1.1.4. Для будь-яких ординалiв α, β, α ≤ β ∨ β ≤ α [137] i будь-якої

непорожньої множини A ординалiв має найменший елемент вiдносно ≤ (тобто

елемент α ∈ A, такий, що ∀α′ ∈ A α ≤ α′) [137].

Ординал α буде називатись

– наступником ординалу α′ [137] (ординалом, наступним за α′), якщо α є

найменшим ординалом, бiльшим за α′;

– наступником [137] (або ненульовим неграничним ординалом), якщо α є

наступником деякого ординалу;
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– граничним ординалом [137], якщо α не є 0 (порожньою множиною) i не є

наступником.

Для будь-яких ординалiв α, β i непорожньої множини ординалiв A будуть

використовуватись такi позначення:

– α + 1 позначає ординал, наступний за α;

– [α, β] i [α, β) позначають {α′ | α ≤ α′ ≤ β} i {α′ | α ≤ α′ < β} вiдповiдно;

– [α, β]0S позначає множину всiх α′ ∈ [α, β], таких, що α′ є 0 або наступником;

– [α, β]L = [α, β]\[α, β]0S є множиною всiх граничних ординалiв в [α, β];

– minA позначає найменший елемент A у сенсi ≤.

Для будь-якої множини A будемо позначати:

– |A| (потужнiсть A [137]) є найменшим ординалом α (у сенсi ≤), таким, що

iснує бiєктивна функцiя f : α→ A.

Зауваження 1.1.5. Оскiльки припускається аксiома вибору, |A| визначено для будь-

якої множини A [36, 137].

Зауваження 1.1.6. У [78] використовується формальне поняття потужностi мно-

жини, описане у [11]. Порiвняння потужностей множин в [78] за допомогою спе-

цiальних вiдношень =o, <o, <=o з [11] може бути iнтерпретовано як порiвняння

теоретико-множинних потужностей, визначених вище, за допомогою =, <,≤.

Також, будемо використовувати такi позначення [137]:

– ω позначає найменший граничний ординал;

– ω1 є найменшим ординалом, таким, що його потужнiсть строго бiльша за ω.

1.1.3.4. Переписувальнi системи зi спадною властивiстю Черча-Россера

Напiвформально, АПС має спадну властивiсть Черча-Россера (англ. decreasi-

ng Church-Rosser, DCR) [202], якщо метод спадних дiаграм може бути використа-

ний для того, щоб довести її конфлюентнiсть. Нижче наведенi точнi визначення,

заснованi на визначеннях з [202].

Означення 1.1.5 ([202]). Розмiчена переписувальна система (РПС) є трiйкою

(A, I, (→i)i∈I), де A i I є множинами, а (→i)i∈I є iндексованою сiм’єю (з множиною

iндексiв I), такою, що →i⊆ A × A для кожного i ∈ I . Елементи I називаються

мiтками.

Наведенi нижче означення 1.1.7 i 1.1.8 заснованi на [202, означення 2.3.7].

Зауваження 1.1.7. Означення [202, означення 2.3.7] спирається на [202, теоре-

ма 2.3.5], що застосовує термiн “фундований частковий порядок” до вiдношен-
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ня, що позначається як �, де умова фундованостi визначена у [202, означення

1.2.3] для будь-якого транзитивного вiдношення R за допомогою варiанту умови

обриву зростаючих ланцюгiв: немає нескiнченної послiдовностi a1, a2, ..., такої,

що (ai, ai+1) ∈ R\(R ∩ R−1). Однак, в iнших джерелах, вiдношення, що задоволь-

няють таку умову часто називаються “обернено фундованими” або “нетеровими”.

У зв’язку з цим у данiй роботi не буде використовуватись термiнологiя з [202], що

стосується фундованих вiдношень. Замiсть неї буде використовуватись означення

1.1.6, надане нижче, що засноване на умовi обриву спадних ланцюгiв. Воно буде

застосовуватись до вiдношення, що позначається як ≺, що може розглядатись як

строгий частковий порядок, що вiдповiдає оберненому вiдношенню до � з [202,

означення 2.3.7].

Означення 1.1.6 ([202]). Транзитивне фундоване вiдношення на множинi I – це

бiнарне вiдношення ≺ ⊆ I × I , таке, що ∀a, b, c ∈ I a ≺ b ∧ b ≺ c ⇒ a ≺ c i не

iснує нескiнченної послiдовностi (ai)∞i=1, такої, що ai+1 ≺ ai для кожного i.

Зауваження 1.1.8. Транзитивне фундоване вiдношення є антирефлексивним i ан-

тисиметричним.

Означення 1.1.7 ([202]). РПС (A, I, (→i)i∈I) має спадну властивiсть Черча-

Россера (DCR), якщо iснують транзитивне фундоване вiдношення ≺ на I i пiд-

множини Ih ⊆ I i Iv ⊆ I , такi, що
(⋃
i∈I →i

)
=
(⋃
i∈Iv →i

)
=
(⋃
i∈Ih →i

)
i для

кожних i ∈ Iv, j ∈ Ih, i a, b, c ∈ A, таких, що a →i b i a →j c, iснують елементи

b′, b′′, c′, c′′, d ∈ A, такi, що

(

b
∗
99K
(gi)∩Ih

b′
=
99K
{j}∩Ih

b′′
∗
99K

(gi∪gj)∩Ih
d

)

∧

(

c
∗
99K
(gj)∩Iv

c′
=
99K
{i}∩Iv

c′′
∗
99K

(gi∪gj)∩Iv
d

)

,

де

– для будь-якого i ∈ I , gi позначає множину {k ∈ I | k ≺ i};

– символи вигляду
∗
99K
K

i
=
99K
K

, де K є виразом, мають такий сенс:
∗
99K
K
= IdA ∪

(⋃
k∈K →k

)+
та

=
99K
K
= IdA ∪

(⋃
k∈K →k

)
.

Означення 1.1.8 ([202]). АПС (A,→) має спадну властивiсть Черча-Россера

(DCR), якщо iснують множина I i iндексована сiм’я (→i)i∈I (з множиною iндексiв

I), такi, що→i⊆ A×A для кожного i ∈ I , а також,→ =
(⋃
i∈I →i

)
i (A, I, (→i)i∈I)

є РПС зi спадною властивiстю Черча-Россера.
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1.1.3.5. Iєрархiя систем зi спадною властивiстю Черча-Россера

Для будь-якого ординалу α позначимо gα = {β | β < α}.

Зауваження 1.1.9. У сенсi теоретико-множинного визначення ординалiв, gα є

самим ординалом α. Однак позначення gα буде використовуватись нижче для того,

щоб пiдкреслити, що α розглядається як множина мiток.

Наступне визначення засноване на [32, означення 4.4] i [32, означення 4.2].

Означення 1.1.9 ([32]). Нехай γ є ординалом. АПС (A,→) належить класу DCRγ,

якщо iснує iндексована сiм’я (→α)α∈(gγ) бiнарних вiдношень на A, iндексована

ординалами α < γ, така, що для будь-яких ординалiв α, β ∈ (gγ) i a, b, c ∈ A

виконується така умова:

якщо a→α b ∧ a→β c, то iснують елементи b′, b′′, c′, c′′, d ∈ A, такi, що

(

b
∗
99K
gα

b′
=
99K
{β}

b′′
∗
99K
gα∪gβ

d

)

∧

(

c
∗
99K
gβ

c′
=
99K
{α}

c′′
∗
99K
gβ ∪gα

d

)

,

де символи вигляду
=
99K
K

i
∗
99K
K

, де K є виразом, мають такий сенс:

=
99K
K
= {(a, a) | a ∈ A} ∪

⋃

κ∈K

→κ та
∗
99K
K
= {(a, a) | a ∈ A} ∪

(
⋃

κ∈K

→κ

)+

.

Зауваження 1.1.10. Для скiнченного ординалу γ (що вiдповiдає невiд’ємному

цiлому числу), напiвформально, клас DCRγ складається з конфлюентних АПС, для

яких конфлюентнiсть може бути доведена за допомогою методу спадних дiаграм з

мiтками 0, 1, ..., γ − 1 зi звичайним порядком (0 < 1 < ... < γ − 1).

Твердження 1.1.1. Якщо γ є ординалом, а (A,→) є АПС, що належить класу

DCRγ , то (A,→) має спадну властивiсть Черча-Россера у сенсi означення 1.1.8.

Доведення. Випливає безпосередньо з означень 1.1.8, 1.1.7, якщо визначити I =

Ih = Iv = (gγ) i у якостi (транзитивного фундованого) вiдношення ≺ узяти

обмеження звичайного порядку на ординалах на I .

Наступне просте твердження робить визначення класу DCR3 бiльш явним.

Твердження 1.1.2. АПС (A,→) належить класу DCR3 тодi i тiльки тодi, коли

iснують бiнарнi вiдношення →0,→1,→2⊆ A× A, такi, що →= (→0 ∪ →1 ∪ →2)

i виконуються наведенi нижче умови 1–6, де
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– для i = 0, 1, 2, символ →=i позначає рефлексивне замикання →i на A

– для i = 0, 1, 2, символ →∗i позначає рефлексивно-транзитивне замикання

→i на A

– символ →∗01 позначає рефлексивно-транзитивне замикання →0 ∪ →1 на A:

1. ∀a, b, c ∈ A ((a→0 b ∧ a→0 c)⇒ ∃d ∈ A (b→=0 d ∧ c→
=
0 d));

2. ∀a, b, c ∈ A ((a→0 b ∧ a→1 c)⇒ ∃b′, d ∈ A (b→=1 b
′ ∧ b′ →∗0 d ∧ c→

∗
0 d));

3. ∀a, b, c ∈ A ((a→1 b ∧ a→1 c)⇒ ∃b′, b′′, c′, c′′, d ∈ A

(b→∗0 b
′ ∧ b′ →=1 b

′′ ∧ b′′ →∗0 d ∧ c→
∗
0 c
′ ∧ c′ →=1 c

′′ ∧ c′′ →∗0 d));

4. ∀a, b, c ∈ A ((a→0 b∧ a→2 c)⇒ ∃b′, d ∈ A (b→=2 b
′ ∧ b′ →∗01 d∧ c→

∗
01 d));

5. ∀a, b, c ∈ A ((a→1 b ∧ a→2 c)⇒ ∃b′, b′′, d ∈ A

(b→∗0 b
′ ∧ b′ →=2 b

′′ ∧ b′′ →∗01 d ∧ c→
∗
01 d));

6. ∀a, b, c ∈ A ((a→2 b ∧ a→2 c)⇒ ∃b′, b′′, c′, c′′, d ∈ A

(b→∗01 b
′ ∧ b′ →=2 b

′′ ∧ b′′ →∗01 d ∧ c→
∗
01 c

′ ∧ c′ →=2 c
′′ ∧ c′′ →∗01 d)).

Доведення. Випливає безпосередньо з означення 1.1.9, де γ = 3, враховуючи

аналогiю випадкiв (α, β) ∈ {(0, 1), (1, 0)}, (α, β) ∈ {(0, 2), (2, 0)} та (α, β) ∈

{(1, 2), (2, 1)}.

1.1.4. Головний результат пiдроздiлу

Нехай U є непорожньою множиною.

Теорема 1.1.1. Якщо (U, r) є конфлюентною АПС i |r| ≤ ω1, то (U, r) належить

класу DCR3.

Доведення теореми 1.1.1 буде описане у пунктi 1.1.5 нижче.

Формулювання формалiзованого варiанту теореми 1.1.1 (що має назву

thm_main) формальною мовою Isabelle/HOL [151] наведене за посиланням [78,

рядки 11760-11790]. Воно має такий вигляд:

theorem thm_main:

fixes r::"(’U×’U) set"

assumes "∀ a b c . (a,b)∈ r^* ∧ (a,c)∈ r^* −→ (∃ d. (b,d)∈ r^* ∧

(c,d)∈ r^*)"

and "|r| ≤o cardSuc |{n::nat . True}|"

shows "∃ r0 r1 r2 . (

( r = (r0 ∪ r1 ∪ r2) )

∧ ( ∀ a b c. (a,b) ∈ r0 ∧ (a,c) ∈ r0
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−→ (∃ d.

(b,d) ∈ r0^=

∧ (c,d) ∈ r0^= ) )

∧ ( ∀ a b c. (a,b) ∈ r0 ∧ (a,c) ∈ r1

−→ (∃ b’ d.

(b,b’) ∈ r1^= ∧ (b’,d) ∈ r0^*

∧ (c,d) ∈ r0^* ) )

∧ ( ∀ a b c. (a,b) ∈ r1 ∧ (a,c) ∈ r1

−→ (∃ b’ b’’ c’ c’’ d.

(b,b’) ∈ r0^* ∧ (b’,b’’) ∈ r1^= ∧ (b’’,d) ∈ r0^*

∧ (c,c’) ∈ r0^* ∧ (c’,c’’) ∈ r1^= ∧ (c’’,d) ∈ r0^* ) )

∧ ( ∀ a b c. (a,b) ∈ r0 ∧ (a,c) ∈ r2

−→ (∃ b’ d.

(b,b’) ∈ r2^= ∧ (b’,d) ∈ (r0 ∪ r1)^*

∧ (c,d) ∈ (r0 ∪ r1)^* ) )

∧ ( ∀ a b c. (a,b) ∈ r1 ∧ (a,c) ∈ r2

−→ ( ∃ b’ b’’ d.

(b,b’) ∈ r0^* ∧ (b’,b’’) ∈ r2^= ∧ (b’’,d) ∈ (r0 ∪ r1)^*

∧ (c,d) ∈ (r0 ∪ r1)^* ) )

∧ ( ∀ a b c. (a,b) ∈ r2 ∧ (a,c) ∈ r2

−→ (∃ b’ b’’ c’ c’’ d.

(b,b’)∈ (r0∪ r1)^* ∧ (b’,b’’)∈ r2^= ∧ (b’’,d)∈ (r0∪ r1)^*

∧ (c,c’)∈ (r0∪ r1)^* ∧ (c’,c’’)∈ r2^= ∧ (c’’,d)∈ (r0∪ r1)^* ) )

)"

Основнi складовi формулювання thm_main можуть бути поясненi таким чином:

– fixes r::"(’U×’U) set"

означає, що r є бiнарним вiдношенням на елементах довiльного

непорожнього типу U ;

– assumes "∀ a b c . (a,b)∈ r^* ∧ (a,c)∈ r^* −→ (∃ d. (b,d)∈ r^*

∧ (c,d)∈ r^*)"

означає, що (U, r) є конфлюентною АПС (r^* позначає рефлексивно-

транзитивне замикання r на U , а r^= позначає рефлексивне замикання r);

– and "|r| ≤o cardSuc |{n::nat . True}|"
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означає, що потужнiсть r не перевищує кардинал, наступний пiсля потужно-

стi множини натуральних чисел, або, еквiвалентно, |r| ≤ ω1. Визначення

позначень |.| (потужнiсть), cardSuc (кардинал, наступний за) i <=o (лi-

ве цiлком упорядкування може бути вкладене у праве) наданi у теорiї

HOL-Cardinals, що включена у програмне забезпечення Isabelle та описа-

на у [11, пiдроздiли 3.2, 4.4];

– shows "∃ r0 r1 r2 . (

( r = (r0 ∪ r1 ∪ r2) )

∧ ...

означає висновок, що r може бути подано як об’єднання трьох вiдношень r0,

r1, r2, що задовольняють умови 1-6 твердження 1.1.2, де →i замiнено на ri
для i = 0, 1, 2. Еквiвалентно, за твердженням 1.1.2, (U, r) належить DCR3.

Щоб спростити тлумачення припущень thm_main та зробити необов’язковими

посилання на формалiзацiю [11], за посиланням [78, рядки 11746–11752] надано

формальний доказ еквiвалентностi мiж другим припущенням thm_main:

"|r| ≤o cardSuc |{n::nat . True}|"

i такою формулою, що не використовує поняття та позначення, введенi у [11]:

∀ s ⊆ r. ( ( ∀ t ⊆ s . ((∃ t′ f. t′ ⊂ t ∧ t ⊆ f t̀′) −→

(∃ f. s ⊆ f t̀ )) ) ∨ ( ∃ g . r ⊆ g s̀ ) ) .

Тут s, r, t, t′ позначають бiнарнi вiдношення, f , g позначають функцiї, запис f x̀

позначає образ множини x при вiдображеннi f . Дана формула може бути пояснена

таким чином: кожне пiдвiдношення s в r є або не бiльш нiж злiченним (лiвий

аргумент диз’юнкцiї ∨), або не меншим за r за потужнiстю (правий аргумент ∨),

де

– умова “s не бiльш нiж злiченне” виражена таким чином: для кожного t ⊆ s,

якщо t має власну пiдмножину t′, що є не меншою за t за потужнiстю (t є

пiдмножиною образу t′), то t не менше за s за потужнiстю (s є пiдмножиною

образу t);

– умова “s не менша за r за потужнiстю” виражена таким чином: r є пiдмно-

жиною образу s при вiдображеннi g.

Слiд зауважити, що в загальному випадку, висновок “(U, r) належить класу

DCR3” у формулюваннi теореми 1.1.1 не може бути посилено до “(U, r) належить

класу DCR2” (тобто використання iндексу 3 у формулюваннi теореми 1.1.1 є
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оптимальним). Це випливає з такої теореми, що розширює результати [64]:

Теорема 1.1.2. Якщо ω1 ≤ |U |, то iснує вiдношення r ⊆ U × U , таке, що (U, r) є

конфлюентною АПС, |r| ≤ ω1 i (U, r) не належить класу DCR2 .

Доведення. Формальний доказ формалiзованої версiї цiєї теореми наведений за

посиланням [83, файл DCR_Example_N1.thy, рядки 1503–1529].

1.1.5. Структура формального доказу теореми 1.1.1

Формальний доказ теореми 1.1.1 використовує понад 80 формальних визна-

чень i 260 формальних лем, що наданi у файлi DCRN1.thy, що доступний за поси-

ланням [78] (розмiр файлу перевищує 11000 рядкiв). Формальна теорiя, яку мiстить

цей файл залежить вiд стандартних теорiй, що включенi у програмне забезпечення

Isabelle (Main i HOL-Cardinals).

У пiдпунктi 1.1.5.1 описана загальна iдея формального доказу. У наступних

пiдпунктах наданi описи основних визначень i лем, що використовуються у ньому

(вiдповiднiсть мiж позначеннями, що використовуються у дисертацiї i у [78] опи-

сана в додатку А). Допомiжнi технiчнi леми, що використовуються у формальному

доказi наведенi у [78].

Вiдповiднiсть мiж змiстом пiдпункту 1.1.5.1 i рештою змiсту пункту 1.1.5

проiлюстрована на рисунку 1.2.

1.1.5.1. Загальна iдея формального доказу теореми 1.1.1

Розглянемо фiксовану конфлюентну АПС (U, r), де |r| ≤ ω1, як орiєнтований

граф. Оберемо будь-яку компоненту зв’язностi C в (U, r) i розглянемо такi випадки.

Випадок (A) C має властивiсть кофiнальностi (що визначена у [31, означення 7]).

Тодi C належить DCR2 за [31, теорема 19], тому C також належить DCR3.

Випадок (B) C не має властивостi кофiнальностi. Тодi виконаємо такi кроки.

Крок (B1). Побудувати пiдграф S у C, такий, що

– S має вигляд, проiлюстрований на рисунку 1.1;

– вузли S утворюють кофiнальну пiдмножину у передвпорядкованiй

множинi, породженiй C.

Крок (B2). Показати, що S (що розглядається як АПС) належить класу

DCR2 таким чином: на рисунку 1.1
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– розмiтити дуги, що починаються у вузлах з єдиним прямим насту-

пником значенням 0;

– розмiтити дуги, що починаються у вузлах з неєдиним прямим

наступником значенням 1.

Крок (B3). Використати кофiнальнiсть S в C щоб прийти до висновку, що

C належить класу DCR3.

Тодi (U, r) належить DCR3, оскiльки всi компоненти зв’язностi належать DCR3.

Рисунок 1.1 — Iлюстрацiя структури зв’язного кофiнального пiдграфу компоненти

зв’язностi конфлюентної АПС мiнiмальної незлiченної потужностi, за умови, що

така компонента зв’язностi не має властивостi кофiнальностi.

Бiльш детально, головний крок доведення (B1) включає такi пiдетапи.

Пiдетап (B1a). Побудувати кофiнальний пiдграф, аналогiчний тому, що проiлю-

стрований на рисунку 1.1, але з тiєю вiдмiннiстю, що дуги, аналогiчнi тим,

що позначенi прямими стрiлками на рисунку 1.1 можуть не утворювати де-

рева, а також, можуть iснувати додатковi дуги, аналогiчнi тим, що позначенi

кривими. Детально такий пiдграф буде описано нижче за допомогою вiд-

ношення r1 у доведеннi леми 1.1.6. Даний пiдетап буде виконано з викори-

станням аналогу леми Iвамури [134, теорема 1] для зв’язних конфлюентних



43

вiдношень, що буде описана у пiдпунктi 1.1.5.4. Цей аналог леми Iвамури до-

зволяє подавати зв’язнi конфлюентнi АПС як об’єднання (цiлком впорядкова-

ного) ланцюга зв’язних конфлюентних АПС меншої потужностi (наприклад,

зв’язна конфлюентна АПС потужностi ℵ1 може бути подана як об’єднання

ланцюга не бiльш нiж злiченних зв’язних конфлюентних АПС, якi мають

властивiсть кофiнальностi).

Пiдетап (B1b). Перетворення пiдграфу, що був отриманий у пiдетапi (B1a), на

зв’язний кофiнальний пiдграф, що належить класу DCR2. Цей пiдетап буде

описано у доведеннi леми 1.1.4.

Лема 1.1.9 (lem_dc3_confl_lewsuc)

Лема 1.1.7 (lem_dc2_ccr_scf_lew)

Лема 1.1.6 (lem_dc3_ccr_refl_scf_wsuc)

Лема 1.1.5 (lem_ccr_rcscf_struct)

Лема 1.1.4 (lem_cfcomp_d2uset)Лема 1.1.3 (lem_shinf_N_ne)

Лема 1.1.2 (lem_ccext_subccr_pext5_scf3)

Лема 1.1.1 (lem_ldo_uset_reduc)

Теорема 1.1.1 (thm_main)

Лема 1.1.8 (lem_dc3_ccr_scf_lewsuc)

Випадок B, пiдетап B1b i етап B2

Випадок B, етап B3

Випадок B, пiдетап B1a

Випадок A

Рисунок 1.2 — Вiдповiднiсть мiж загальними кроками доведення, вказаними у

пiдпунктi 1.1.5.1, та лемами, що використовуються у доведеннi теореми 1.1.1.

Стрiлки вигляду A→ B мають такий сенс: A використовується у доведеннi B.

Позначення лем мають такий вигляд: “номер леми у текстi дисертацiї (назва

формальної версiї леми, доступної за посиланням [78])”.

1.1.5.2. Формалiзацiя скiнченних рiвнiв DCR iєрархiї

У цьому пiдпунктi описано спосiб, у який скiнченнi рiвнi DCR iєрархiї, тобто

класи DCRα для ординалiв α < ω, формалiзованi у [78].

Для будь-якого вiдношення s ⊆ U × U будемо позначати як s= i s∗ рефле-

ксивне, i, вiдповiдно, рефлексивно-транзитивне замикання s на множинi U .
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Для будь-якої функцiї g : [0, ω) → 2U×U i будь-яких ординалiв α, β ∈ [0, ω)

позначимо:

– L1(g, α) =
⋃
α′∈[0,α) g(α

′);

– L∨(g, α, β) =
⋃
α′∈[0,α)∪[0,β) g(α

′);

– D(g, α, β) є множиною всiх кортежiв (b, b′, b′′, d) ∈ U ×U ×U ×U , таких, що

(b, b′) ∈ (L1(g, α))
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (g(β))= ∧ (b′′, d) ∈ (L∨(g, α, β))

∗.

Означення 1.1.10. Функцiя g : [0, ω)→ 2U×U називається DCR-генеруючою, якщо

для кожних α, β ∈ [0, ω) i кожних a, b, c ∈ U виконується така iмплiкацiя:

якщо (a, b) ∈ g(α) ∧ (a, c) ∈ g(β), то iснують b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′, b′′, d) ∈ D(g, α, β) ∧ (c, c′, c′′, d) ∈ D(g, β, α).

Позначимо:

– DCRn(U), де n ∈ [0, ω), є множиною всiх вiдношень r ⊆ U × U , таких, що

iснує DCR-генеруюча функцiя g, така, що r =
⋃
α∈[0,n) g(α).

Зауваження 1.1.11. Для кожного n ∈ [0, ω), вiдношення r належить DCRn(U) тодi

i тiльки тодi, коли АПС (U, r) належить класу DCRn.

Означення 1.1.11. Бiнарне вiдношення r ⊆ U × U називається

1. зв’язним конфлюентним (англ. connected Church-Rosser, CCR) вiдношен-

ням, якщо ∀a, b ∈ Fld(r) ∃c ∈ Fld(r) (a, c) ∈ r∗ ∧ (b, c) ∈ r∗;

2. конусоподiбним вiдношенням, якщо

r = ∅ ∨ (∃m ∈ Fld(r) ∀a ∈ Fld(r) (a,m) ∈ r∗).

Будемо використовувати такi позначення:

– CCR(U) є множиною всiх CCR вiдношень r ⊆ U × U ;

– Conelike(U) є множиною всiх конусоподiбних вiдношень r ⊆ U × U .

Для будь-якого r ⊆ U × U будемо позначати:

– U(r) = {s ∈ CCR(U) | s ⊆ r ∧ ∀a ∈ Fld(r) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r∗}.

Будемо називати будь-який елемент U(r) CCR лишком вiдношення r.

Слiд зауважити, що CCR лишок r є зв’язним конфлюентним пiдвiдношенням

s ⊆ r, таким, що поле s є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй

множинi (Fld(r), r∗|Fld(r)).
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Наведена нижче лема буде використана для реалiзацiї кроку (B3) з пiдпункту

1.1.5.1 (вона може розглядатися як обмежена версiя теореми про DCR iєрархiю,

що наведена у [87]).

Лема 1.1.1. Якщо n0 ∈ [1, ω), r ⊆ U × U , s ∈ U(r) i s ∈ DCRn0(U), то

r ∈ DCRn0+1(U).

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 7275–7598]. Доведення вклю-

чає побудову допомiжного кiстякового пiдвiдношення r, що має назву r1 [78, рядки

7458, 7590], розмiтку r1 щоб показати, що r1 належить DCRn0(U), як описано за

посиланням [78, рядки 7450–7453, 7588, 7591], i продовження розмiтки r1 до роз-

мiтки r, що забезпечує виконання умови r ∈ DCRn0+1(U) [78, рядок 7597].

1.1.5.3. Розширення пiдполя CCR вiдношення

Для будь-яких r ⊆ U × U , A ⊆ U i x ∈ U позначимо:

– r [A] = {b | ∃a ∈ A (a, b) ∈ r}, тобто r [A] є образом A вiдносно r;

– r{x} = {y | (x, y) ∈ r}, тобто r{x} є множиною наступникiв x вiдносно r;

– dncl(r, A) = ((r∗)−1)[A], тобто dncl(r, A) є замиканням вниз A в (U, r∗);

– Inv(r) = {A ⊆ U | r [A] ⊆ A }, елементи Inv(r) будуть називатись

iнварiантними множинами вiдношення r;

– Span(r) = {s ⊆ r | Fld(s) = Fld(r)}, елементи Span(r) будуть називатись

кiстяковими пiдвiдношеннями r;

– SF (r) = {A ⊆ U | Fld(r|A) = A }, елементи SF (r) будуть називатись

пiдполями вiдношення r (слiд зауважити, що A є пiдполем r тодi i тiльки

тодi, коли A є полем деякого пiдвiдношення s ⊆ r);

– SCF (r) = {B ⊆ Fld(r) | ∀a ∈ Fld(r) ∃b ∈ B (a, b) ∈ r∗},

тобто SCF (r) є множиною всiх кофiнальних множин у передвпорядкованiй

множинi (Fld(r), r∗|Fld(r));

– scf(r) = min{ |B| | B ∈ SCF (r) }, значення scf(r) буде називатись

секвенцiйною кофiнальнiстю вiдношення r.

Для будь-якої множини X будемо позначати як P(X) булеан X .

Зафiксуємо функцiю вибору ch : P(P(U))\{∅} → P(U), таку, що ch(A) ∈ A

для кожної непорожньої множини A ⊆ P(U).

Для будь-яких r, s′ ⊆ U × U , A,B ⊆ U i a, b ∈ U введемо такi позначення:

– F(r, a, b) є множиною всiх (скiнченних) пiдмножин F ⊆ U , таких, що

iснують невiд’ємне цiле число n i скiнченна послiдовнiсть (ai)ni=0 елементiв
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U , такi, що F = {a0, a1, ..., an}, a0 = a, an = b i (ai, ai+1) ∈ r для всiх

i = 0, 1, ..., n− 1;

– wdncl(r, A) = {a ∈ dncl(r, A) | ∀b ∈ U ∀F ∈ F(r, a, b)

(b /∈ dncl(r, A)⇒ F ∩ A 6= ∅)};

– wrank(r, A) = min{ |B| | A ⊆ wdncl(r, B) };

– dnEsc(r, A, a) = {F ∈ P(U) | ∃b ∈ U\dncl(r, A) F ∈ F(r, a, b)∧ (F ∩A = ∅)};

– dnesc(r, A, a) =






ch(dnEsc(r, A, a)), якщо dnEsc(r, A, a) 6= ∅;

{a}, якщо dnEsc(r, A, a) = ∅;

– escl(r, A,B) =
⋃
b∈B dnesc(r, A, b);

– clterm(s′, r) = (s′ ∈ Conelike(U)⇒ r ∈ Conelike(U)).

Лема 1.1.2. Нехай r ∈ CCR(U), A ∈ SF (r), B,B′ ⊆ U , x ∈ U i Ps ⊆ SCF (r).

Тодi iснує множина A′ ⊆ U , для якої виконуються такi 9 умов:

1. x ∈ Fld(r)⇒ x ∈ A′;

2. A ⊆ A′;

3. A′ ∈ SF (r);

4. ∀a ∈ A ((r{a} ⊆ B) ∨ (r{a} ∩ (A′\B) 6= ∅));

5. (∃y ∈ U A′ − B′ ⊆ {y})⇒ (Fld(r) ⊆ A′ ∪B′);

6. r|A′ ∈ CCR(U);

7. (|A| < ω ⇒ |A′| < ω) ∧ (|A| ≥ ω ⇒ |A′| = |A|);

8. ((∃P Ps = {P}) ∨ |Ps| ∈ [ω, |A| ])⇒ (∀P ∈ Ps (A′ ∩ P ) ∈ SCF (r|A′));

9. |A| ≥ ω ⇒ escl(r, A,A′) ⊆ A′ ∧ clterm(r|A′, r).

Доведення. Формальний доказ наведено за посиланням [78, рядки 4498–4538].

Даний доказ залежить вiд допомiжних формальних лем, що мають формулювання,

близькi до формулювання даної леми, але надають бiльш слабкi гарантiї (формаль-

нi леми lem_Ccext_finsubccr_pext5_scf3 i lem_Ccext_infsubccr_pext5_scf3

в [78] та їх залежностi). Якщо A є нескiнченною множиною, iдея доведення поля-

гає у тому, щоб визначити шукану множину A′ як

ψ

(
∞⋃

n=0

H(n)(φ(A))

)

, (1.1)

для деякої зростаючої функцiї H на множинах i деяких функцiй φ, ψ, де H(n) по-

значає n-кратну композицiю H iз собою. При цьому, H , φ, ψ обираються так, щоб
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забезпечити виконання властивостей замкненостi множини A′, що вимагаються

умовою леми (наприклад, r|A′ ∈ CCR(U)), але залишити потужностi множин, що

визначаються пiдвиразами виразу (1.1) обмеженими, щоб гарантувати виконання

умови 7, тобто (|A| < ω ⇒ |A′| < ω) ∧ (|A| ≥ ω ⇒ |A′| = |A|). Явний вираз для

φ(A) може бути отриманий розгортанням позначень у правiй частинi визначення в

[78, рядок 3972] з урахуванням пiдстановок значень замiсть параметрiв допомiжної

леми lem_Ccext_infsubccr_set_ext_scf3, як вказано у [78, рядок 4280]. Явний

вираз для H може бути отримано шляхом розгортання позначень, що використо-

вуються в [78, рядки 3964–3966], а у якостi ψ може бути узято тотожну функцiю.

Якщо A є скiнченною множиною, доведення проводиться iндукцiєю за

потужнiстю допомiжного скiнченного вiдношення, пов’язаного з A, вказаного у

[78, рядки 4372–4496, 3332–3414, 2485–2680].

1.1.5.4. Аналог леми Iвамури про спрямованi множини для CCR вiдно-

шень

У цьому пiдпунктi описано лему, що надає подання нескiнченного CCR

вiдношення як об’єднання ланцюга CCR вiдношень меншої потужностi. Iдея цiєї

леми подiбна до iдеї леми Iвамури про спрямованi множини [134, теорема 1].

Однак, на вiдмiну вiд леми Iвамури, запропонована нижче лема застосовна до

нетранзитивних вiдношень i гарантує, що поля елементiв результуючого ланцюга

задовольняють додатковим обмеженням, що описанi нижче за допомогою множин

Ni, якi використовуються у доведеннi головного результату пiдроздiлу.

Нехай U є множиною всiх ординалiв потужностi не бiльше |U |.

Для будь-якої функцiї f : U → 2U i ординалу α ∈ U введемо такi позначення:

– L(f, α) =
⋃
α′∈[0,α) f(α

′);

– ∇(f, α) = f(α)\L(f, α);

– Q(r, f, α) = f(α)\dncl(r,L(f, α));

– W(r, f, α) = f(α)\wdncl(r,L(f, α)).

Для будь-яких r ⊆ U × U , Ps ⊆ 2U i ординалу α0 ∈ U введемо такi позначення:

– N1(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0] ∀α′ ∈ [0, α] f(α′) ⊆ f(α) };

– N2(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]L ∇(f, α) = ∅ };

– N3(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]0S |L(f, α)| ≥ ω ⇒

( escl(r,L(f, α), f(α)) ⊆ f(α) ∧ clterm(r|f(α), r) ) };

– N4(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]0S
∀a ∈ L(f, α) ( r{a} ⊆ wdncl(r,L(f, α)) ∨ (r{a} ∩W(r, f, α) 6= ∅) ) };
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– N5(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0] f(α) ∈ SF (r) };

– N6(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0] r|f(α) ∈ CCR(U) };

– N7(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]

( (α < ω ⇒ |f(α)| < ω) ∧ (α ≥ ω ⇒ |f(α)| ≤ α) ) };

– N8(r, Ps, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]0S
( (|Ps| = 1 ∨ |Ps| ∈ [ω, |f(α)| ])⇒

(∀P ∈ Ps (f(α) ∩ P ) ∈ SCF (r|f(α))) ) };

– N9(r, α0) = { f : U → 2U | α0 ≥ ω ⇒ Fld(r) ⊆ f(α0) };

– N10(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]

( ( ∃y ∈ U Q(r, f, α) = {y} )⇒ Fld(r) ⊆ dncl(r, f(α)) ) };

– N11(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [0, α0]0S\{0}

(Q(r, f, α) = ∅ ⇒ Fld(r) ⊆ dncl(r, f(α)) ) };

– N12(r, α0) = { f : U → 2U | ∀α ∈ [ω, α0] |L(f, α)| ≥ ω }.

Для кожного вiдношення r ⊆ U × U i множини Ps ⊆ 2U позначимо:

N (r, Ps) =

(
7⋂

i=1

Ni(r, |Fld(r)|)

)

∩N8(r, Ps, |Fld(r)|) ∩

(
12⋂

i=9

Ni(r, |Fld(r)|)

)

.

Слiд зауважити, що |Fld(r)| ∈ [0, |U | ] ⊆ U , оскiльки Fld(r) ⊆ U .

Лема 1.1.3. Якщо r ∈ CCR(U) i Ps ⊆ SCF (r), то N (r, Ps) 6= ∅.

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 9533–9616]. Iдея цього доказу

полягає в тому, щоб використати лему 1.1.2, щоб рекурсивно визначити трансфiнi-

тну послiдовнiсть пiдмножин Fld(r), що надає значення f(α), α ∈ [0, |Fld(r)|] для

деякої функцiї f ∈ N (r, Ps), пiсля чого зробити висновок, що N (r, Ps) 6= ∅.

Зауваження 1.1.12. Якщо f ∈ N (r, Ps) для деякого нескiнченного CCR вiдношен-

ня r, то вiдношення r|f(α), α ∈ [0, |Fld(r)|) є меншими за r за потужнiстю, i, крiм

того, вони утворюють ланцюг CCR вiдношень, об’єднанням якого є вiдношення r.

Це випливає з результату розгортання позначень Ni(r, |Fld(r)|) для i = 1, 2, 5, 6, 7, 9

i ∇(f, α), враховуючи, що якщо r є нескiнченним вiдношенням, то |Fld(r)| є гра-

ничним ординалом.

1.1.5.5. Побудова CCR лишку в класi DCR2
Введемо таке позначення:
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– T (U) є множиною всiх непорожнiх вiдношень t ∈ CCR(U), таких, що t є

функцiональним (тобто (a, b) ∈ t ∧ (a, c) ∈ t ⇒ b = c), ациклiчним (тобто t+

є iррефлексивним) i тотальним на своєму полi (тобто ∀x ∈ Fld(t) t{x} 6= ∅).

Лема 1.1.4. Нехай r ⊆ U×U є вiдношенням, що є рефлексивним на Fld(r). Нехай S

є множиною ординалiв, а (Wα)α∈S та (Rα)α∈S є iндексованими сiм’ями пiдмножин

U , такими, що виконуються наведенi нижче умови 1-4:

1. S ⊆ [0, ω1), |[0, ω1)| ≤ |S|, i ∀α ∈ S ∃β ∈ S α < β;

2. Fld(r) =
⋃
α∈SWα i ∀α, β ∈ S (α 6= β ⇒ Wα ∩Wβ = ∅);

3. ∀α ∈ S Rα ∈ T (U)∧Rα ⊆ r∧|Wα| ≤ ω∧Fld(Rα) = Wα∧¬Conelike(r|Wα);

4. ∀α ∈ S ∀x ∈ Wα ∃a ∈ U ( (x, a) ∈ (r|Wα)
∗∧

(∀β ∈ S α < β ⇒ r{a} ∩Wβ 6= ∅) ).

Тодi iснує вiдношення r′ ∈ U(r), таке, що r′ ∈ DCR2(U).

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 4935–5746] (слiд зауважити,

що у формулюваннi леми в [78] припущення не пронумерованi як вище, а позначе-

ння U(r) у висновку не розгорнуто). Iдея цього формального доказу полягає у тому,

щоб визначити вiдношення r′ ∈ U(r) (пiдвiдношення r), таким чином, щоб орiєн-

тований граф (Fld(r′), r′) мав вигляд, проiлюстрований на рисунку 1.1, i показати,

що r′ ∈ DCR2(U). (Псевдо-)дерева, проiлюстрованi на рисунку 1.1, отримано з (не

бiльш нiж злiченних) графiв (Wα, r|Wα) для ординалiв α ∈ S.

Дана конструкцiя бiльш детально описана нижче (вiдношення R′α вiдповiда-

ють множинам дуг (псевдо-)дерев, отриманих з (Wα, r|Wα), вiдношення r′e вiдпо-

вiдає множинi дуг, якi з’єднують дерева, r′ є об’єднанням r′e i R′α для всiх α ∈ S).

Для кожного α ∈ S введемо такi позначення:

– EPα = {a ∈ Wα | ∀β ∈ S (α < β ⇒ r{α} ∩Wβ 6= ∅)},

елементи EPα можна назвати точками виходу з АПС (Wα, r|Wα);

– h : U → U є функцiєю, такою, що для кожних α, β ∈ S i a ∈ EPα, b ∈ EPβ
iснують γ ∈ S i a′, b′ ∈ Wγ, такi, що α < γ, β < γ, (a, a′) ∈ r, (a′, h(γ)) ∈ R∗γ,

(b, b′) ∈ r i (b′, h(γ)) ∈ R∗γ;

– (sα,k)∞k=0 є деякою фiксованою нескiнченною кофiнальною послiдовнiстю

редукцiй в (злiченнiй, CCR) АПС (Fld(Rα), Rα);

– Eα = {(sα,k+1, sα,k) /∈ (r|Wα)
∗};

– Fα = {sα,k | k ∈ Eα} ∩

{a ∈ Wα | (h(α) ∈ Wα ⇒ (h(α), a) ∈ R∗α) ∧ (a, h(α)) /∈ R
∗
α};
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– re0,α i re1,α є деякою парою послiдовних елементiв у послiдовностi (sα,k)∞k=0,

такою, що re0,α знаходиться за певним iндексом k ∈ Eα в (sα,k)∞k=0 i

re0,α ∈ Fα;

– epα є елементом EPα, таким, що (re1,α, epα) ∈ (r|Wα)
∗;

– splα є довжиною найкоротшої послiдовностi редукцiй в АПС (Wα, r|Wα), що

починається з елементу re1,α i закiнчується елементом epα;

– spα,k для k = 0, 1, ..., (splα − 1) є деякою послiдовнiстю редукцiй, що

починається з елементу re1,α , що закiнчується елементом epα , i що має

довжину splα;

– R′α = {(a, b) ∈ Rα | (b, re0,α) ∈ R
∗
α} ∪

{(re0,α, re1,α)} ∪ {(spα,k, spα,k+1) | k < splα};

– r′e = {(a, b) ∈ r | ∃α, β ∈ S α < β ∧ a = epα ∧ b ∈ Wβ ∧ (b, h(β)) ∈ R∗β};

– r′ = r′e ∪
⋃
α∈S R

′
α;

– g : [0, ω)→ 2U×U є функцiєю, такою, що для кожного n ∈ [0, ω):

g(n) =






{(u, v) ∈ r′ | r′{u} = {v}}, якщо n = 0,

{(u, v) ∈ r′ | r′{u} 6= {v}}, якщо n = 1,

∅, якщо n /∈ {0, 1}.

У формальному доказi показано, що функцiя g є DCR-генеруючою [78, рядки 5659–

5720] i r′ ∈ U(r). Тодi r′ ∈ U(r) ∩DCR2(U), оскiльки r′ =
⋃
n<2 g(n).

1.1.5.6. Завершення доведення головної теореми пiдроздiлу

Лема 1.1.5. Нехай r ∈ CCR(U) є вiдношенням, що є рефлексивним на Fld(r).

Припустимо, що scf(r) є регулярним кардиналом [11], таким, що ω < scf(r) =

|Fld(r)|. Тодi iснують множина Ps i функцiя f ∈ N (r, Ps), такi, що для кожного

ненульового неграничного ординалу α ∈ [0, |Fld(r)|), такого, що |L(f, α)| ≥ ω,

виконуються такi умови 1–3:

1. r|W(r,f,α) ∈ CCR(U);

2. |r|W(r,f,α)| < |Fld(r)|;

3. для кожного a ∈ W(r, f, α) iснує елемент b ∈ U (що позначається у

[78] як “wesc r f α a”), такий, що b ∈ W(r, f, α), (a, b) ∈ (r|W(r,f,α))∗ i

r{b} ∩ W(r, f, β) 6= ∅ для кожного неграничного ординалу β, такого, що

α < β < |Fld(r)|.

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 10415–10460].
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Iдея формального доказу полягає у тому, щоб визначити Ps = {P}, де

P = { a ∈ Fld(r) | scf(r) ≤ wrank(r, r{a}) },

пiсля чого отримати функцiю f ∈ N (r, Ps) за допомогою леми 1.1.3, i показати,

що f задовольняє умови 1–3.

Лема 1.1.6. Нехай r ⊆ U × U є вiдношенням, що є рефлексивним на Fld(r).

Припустимо, що r ∈ CCR(U) i scf(r) = |Fld(r)| = ω1 . Тодi r ∈ DCR3(U).

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 10733–11021].

Доведення поводиться таким чином. Нехай Ps i f ∈ N (r, Ps) є множиною i

функцiєю, отриманими за допомогою леми 1.1.5, застосованої до r.

Введемо такi позначення:

– S є множиною всiх неграничних ординалiв в [ω, ω1);

– (Wα)α∈S є iндексованою сiм’єю пiдмножин U , такою, що Wα = W(r, f, α)

для α ∈ S;

– (Rα)α∈S є iндексованою сiм’єю вiдношень на U , такою, що

Rα ∈ Span(r|W(r,f,α)) ∩ T (U) для α ∈ S;

– r1 = r|⋃α∈SWα.

Нехай r′ є вiдношенням у DCR2(U), отриманим за допомогою леми 1.1.4, за-

стосованої до r1, S, (Wα)α∈S , (Rα)α∈S. У формальному доказi даної леми показано,

що r′ ∈ U(r). Тодi r ∈ DCR3(U) за лемою 1.1.1.

Лема 1.1.7. Якщо r ∈ CCR(U) i scf(r) ≤ ω, то r ∈ DCR2(U).

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 10687–10731]. Iдея доведення

подiбна до iдеї [31, теорема 19].

Лема 1.1.8. Якщо r ∈ CCR(U) i |Fld(r)| ≤ ω1, то r ∈ DCR3(U).

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 11023–11072].

Доведення поводиться таким чином. Розглянемо два випадки.

1. Якщо scf(r) ≤ ω, то r ∈ DCR2(U) за лемою 1.1.7, звiдки r ∈ DCR3(U).

2. Припустимо, що scf(r) = ω1. Нехай r1 = r ∪ {(x, x) | x ∈ Fld(r)}. Тодi

або scf(r1) ≤ ω, або scf(r1) = |Fld(r1)|. Якщо scf(r1) ≤ ω, то r1 ∈ DCR2(U)
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за лемою 1.1.7. Якщо scf(r1) = |Fld(r1)|, то r1 ∈ DCR3(U) за лемою 1.1.6.

Таким чином, у будь-якому випадку, r1 ∈ DCR3(U). З цього можна зробити

висновок, що r ∈ DCR3(U).

Лема 1.1.9. Якщо r ⊆ U × U є конфлюентним вiдношенням i |Fld(r)| ≤ ω1, то

r ∈ DCR3(U).

Доведення. Формальний доказ наведено у [78, рядки 11634–11652]. Iдея формаль-

ного доказу така. Розглянемо (U, r) як орiєнтований граф. Для кожної компоненти

зв’язностi (C, s) в (U, r) вiдношення s задовольняє припущення леми 1.1.8, тому

s ∈ DCR3(U). З цього можна зробити висновок, що r ∈ DCR3(U).

Доведення теореми 1.1.1. Формальний доказ наведено у [78, рядки 11760–11807].

Вiн випливає безпосередньо з леми 1.1.9, оскiльки з умови |r| ≤ ω1 випливає, що

|Fld(r)| ≤ ω1.

1.2. Неповнота методу спадних дiаграм з двома мiтками та вiдсутнiсть

колапсу на рiвнi 2 iєрархiї систем, що мають спадну властивiсть

Черча–Россера

Нехай R позначає множину дiйсних чисел i 2R позначає булеан множини R.

Нехай Pf(R) позначає множину всiх скiнченних пiдмножин R.

Твердження 1.2.1. АПС (A,→) належить класу DCR2 тодi i тiльки тодi, коли

iснують бiнарнi вiдношення →0⊆ A × A та →1⊆ A × A, такi, що →= (→0
∪ →1) i наведенi нижче 3 умови виконуються, де для i = 0, 1, символи →=i та

→∗i позначають рефлексивне та рефлексивно-транзитивне замикання →i на A

вiдповiдно:

1. ∀a, b, c ∈ A ((a→0 b ∧ a→0 c)⇒ ∃d ∈ A (b→=0 d ∧ c→
=
0 d))

2. ∀a, b, c ∈ A ((a→0 b ∧ a→1 c)⇒ ∃b′, d ∈ A (b→=1 b
′ ∧ b′ →∗0 d ∧ c→

∗
0 d))

3. ∀a, b, c ∈ A ((a→1 b ∧ a→1 c)⇒ ∃b′, b′′, c′, c′′, d ∈ A

(b→∗0 b
′ ∧ b′ →=1 b

′′ ∧ b′′ →∗0 d ∧ c→
∗
0 c
′ ∧ c′ →=1 c

′′ ∧ c′′ →∗0 d)).

Доведення. Випливає безпосередньо з означення 1.1.9, де γ = 2, враховуючи

аналогiю випадкiв α = 0, β = 1 та α = 1, β = 0.



53

Приклад 1.2.1. Нехай (E,→E) позначає АПС, таку, що

E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} × 2R × 2R × 2R,

а →E є бiнарним вiдношенням на E, таким, що для кожних (n,A,B,C) ∈ E та

(n′, A′, B′, C ′) ∈ E виконується (n,A,B,C) →E (n′, A′, B′, C ′) тодi i тiльки тодi,

коли виконується одна з таких 9 умов:

1. n = 0 ∧ A = ∅ ∧ B = ∅ ∧ C = ∅ ∧

n′ = 1 ∧ A′ ∈ Pf(R) ∧B′ = ∅ ∧ C ′ = ∅;

2. n = 1 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B = ∅ ∧ C = ∅ ∧

n′ = 2 ∧ A′ = A ∧B′ = ∅ ∧ C ′ = ∅;

3. n = 2 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B = ∅ ∧ C = ∅ ∧

n′ = 3 ∧ A′ = A ∧B′ ∈ Pf(R) ∧ C ′ = ∅;

4. n = 3 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B ∈ Pf(R) ∧ C = ∅ ∧

n′ = 4 ∧ A′ = A ∧B′ = B ∧ C ′ = ∅;

5. n = 4 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B ∈ Pf(R) ∧ C = ∅ ∧

n′ = 5 ∧ A′ = A ∧B′ = B ∧ C ′ ∈ Pf(R);

6. n = 5 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B ∈ Pf(R) ∧ C ∈ Pf(R) ∧

n′ = 6 ∧ A′ = A ∧B′ = B ∧ C ′ = C;

7. n = 6 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B ∈ Pf(R) ∧ C ∈ Pf(R) ∧

n′ = 7 ∧ A′ = A ∪B ∪ C ∧B′ = A′ ∧ C ′ = A′;

8. n = 7 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B = A ∧ C = A ∧

n′ = 8 ∧ A′ = A ∧B′ = A′ ∧ C ′ = A′;

9. n = 8 ∧ A ∈ Pf(R) ∧B = A ∧ C = A ∧

n′ = 7 ∧ A ⊂ A′ ∧ A′ ∈ Pf(R) ∧B′ = A′ ∧ C ′ = A′.

Напiвформально, iдея АПС у прикладi 1.2.1 базується на поданнi множини E

як об’єднання 9-ти рiвнiв, де рiвень складається з елементiв вигляду (n,A,B,C)

для фiксованого n ∈ {0, 1, ..., 8}, i пов’язуваннi елементiв зазначених рiвнiв вiд-

повiдно до зображення на рисунку 1.3: eлементи з незлiченно багатьма прямими

наступниками мають у якостi прямих наступникiв елементи з одним прямим насту-

пником, елементи з одним прямим наступником мають у якостi прямого наступни-

ка елемент з незлiченно багатьма прямими наступниками. Послiдовностi редукцiй

елементiв з n ∈ {0, ..., 5} лише розбiгаються, але їх продовження елементами з

n ∈ {6, 7, 8} можуть збiгатись.
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незлiченно багато
прямих наступникiв

один прямий наступник

незлiченно багато
прямих наступникiв

Рисунок 1.3 — Iлюстрацiя вiдношення редукцiї АПС (E,→E) з прикладу 1.2.1.

Деталi визначення →E забезпечують, що (E,→E) є конфлюентною, але не

має властивостi кофiнальностi, що випливає з наведеної нижче теореми.

Теорема 1.2.1. АПС (E,→E), визначена у прикладi 1.2.1, є конфлюентною, але

вона не належить класу DCR2.

Доведення. Формальний доказ формалiзованої версiї теореми 1.2.1 у системi

Isabelle доступний за посиланням [79, рядки 1142–1145, теорема thm_1].

Бiльш детально, формальний доказ показує, що (E,→E) є конфлюентною

АПС, але не iснує пари вiдношень →0⊆ E × E i →1⊆ E × E, таких, що

→E= (→0 ∪ →1) i →0,→1 задовольняють умовам 1-3 твердження 1.2.1.

Основнi кроки доведення теореми 1.2.1 можуть бути описанi таким чи-

ном. Спочатку припускається, що iснують →0⊆ E × E i →1⊆ E × E, такi, що

→E= (→0 ∪ →1) i →0,→1 задовольняють умовам 1-3 твердження 1.2.1. Тодi,

використовуючи умову 1 твердження 1.2.1 i визначення →E, у [79, формальна ле-

ма lem_rE_diamsubr_un] показано, що будь-який елемент E має не бiльше як

один прямий наступник вiдносно →0. Слiд зауважити, що з цього випливає, що

множина елементiв, що є досяжними з будь-якого даного елементу за допомо-

гою →0 є не бiльш нiж злiченною. Використовуючи цей факт, показано [79, фор-

мальна лема lem_rE_one], що вiдношення →0 не мiстить крокiв редукцiї вигляду

(n,A,B,C) →0 (n′, A′, B′, C ′), де n ∈ {0, 2, 4} (слiд зауважити, що такi елемен-

ти (n,A,B,C) мають незлiченно багато прямих наступникiв вiдносно →E). Тодi

всi такi кроки редукцiї належать →1. Використовуючи цей факт, отримано супере-

чнiсть з умовою 3 твердження 1.2.1.

Теорема 1.2.2. АПС (E,→E), визначена у прикладi 1.2.1, належить класу DCR3.
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Доведення. Формальний доказ формалiзованої версiї теореми 1.2.2 у системi

Isabelle доступний за посиланням [79, рядки 1147–1150, теорема thm_2].

Бiльш детально, формальний доказ показує, що наведенi нижче бiнарнi

вiдношення →i на E задовольняють рiвнiсть →E= (→0 ∪ →1 ∪ →2) i умови

1-6 твердження 1.1.2:

– →0= {((n,A,B,C), (n′, A′, B′, C ′)) ∈→E | n ∈ {1, 3, 5, 6, 7}};

– →1= {((n,A,B,C), (n′, A′, B′, C ′)) ∈→E | n ∈ {4, 8}};

– →2= {((n,A,B,C), (n′, A′, B′, C ′)) ∈→E | n ∈ {0, 2}};

– →01=→0 ∪ →1.

З теорем 1.2.1 та 1.2.2 безпосередньо випливає, що метод спадних дiаграм з

двома мiтками є неповним i iєрархiя DCR (систем, що мають спадну властивiсть

Черча–Россера) не має колапсу на рiвнi 2. Також, з цих теорем випливає, що

вiдповiдь на питання [32, Open Problem 6.4] є ствердною.

1.3. Властивiсть кофiнальностi в контекстi iєрархiї АПС зi спадною вла-

стивiстю Черча-Россера

1.3.1. Теорема про зв’язний кофiнальний пiдграф

Будемо казати, що АПС (A,→) є слабко зв’язною, якщо a1 ↔∗ a2 для всiх

a1, a2 ∈ A, де ↔ = → ∪ →−1. Також, будемо казати, що АПС (B,→′) є пiдграфом

АПС (A,→), якщо B ⊆ A i →′⊆→.

Будемо казати, що пiдмножина B ⊆ A кофiнальна [174] у передвпорядкова-

нiй множинi (A,≤) (де ≤ ⊆ A×A є рефлексивним i транзитивним вiдношенням),

якщо ∀a ∈ A ∃b ∈ B a ≤ b. Слiд зауважити, що для будь-якої АПС (A,→), пара

(A,→∗) є передвпорядкованою множиною.

Теорема 1.3.1. Нехай (A,→), (B,→′) є АПС, такими, що (B,→′) є слабко зв’язним

пiдграфом (A,→) i B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi

(A,→∗). Тодi для будь-якого ненульового ординалу γ, якщо (B,→′) належить

DCRγ , то (A,→) належить DCRγ+1.

Доведення теореми 1.3.1 наведене у пунктi 1.3.2 нижче. Формальний доказ

формалiзованої версiї теореми 1.3.1 для γ < ω описаний у пунктi 1.3.4.

Зауваження 1.3.1. Напiвформально, у випадку скiнченного γ з теореми випливає,

що для незлiченної, слабко зв’язної, конфлюентної АПС (A,→) основна частина
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складностi доведення її конфлюентностi методом спадних дiаграм у сенсi поту-

жностi множини мiток [31], необхiдної для застосування цього методу, пов’язана

зi слабко зв’язним пiдграфом (B,→′), де B є кофiнальною множиною у (A,→∗).

Бiльш детально це може бути пояснено таким чином. Припустимо, що

γ = n ∈ (0, ω), (A,→) є АПС, i iснує слабко зв’язний пiдграф (B,→′) в (A,→),

такий, що

– (B,→′) є конфлюентною АПС i її конфлюентнiсть може бути доведена

методом спадних дiаграм за допомогою n мiток (що виражається умовою

“(B,→′) належить DCRγ” у теоремi 1.3.1);

– з будь-якого даного елементу a ∈ A можна досягти деякий елемент B за

допомогою крокiв редукцiї в → (це виражається припущенням про кофi-

нальнiсть у теоремi 1.3.1).

Тодi за теоремою 1.3.1, (A,→) є конфлюентною АПС, такою, що її конфлюентнiсть

може бути доведена методом спадних дiаграм за допомогою n + 1 мiток (це

виражається висновком “(A,→) належить DCRγ+1” у теоремi 1.3.1).

Зауваження 1.3.2. В загальному випадку, висновок “(A,→) належить DCRγ+1” у

теоремi 1.3.1 не може бути посилений до “(A,→) належить DCRγ”, що випливає

з результатiв [64].

Наслiдок 1.3.1. Нехай γ є ненульовим ординалом i (A,→) є АПС. Припустимо, що

для кожного a ∈ A iснує АПС (B,→′), така, що

1. (B,→′) є слабко зв’язним пiдграфом (A,→);

2. (B,→′) належить DCRγ;

3. B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi (Aa,→∗a), де

Aa = {b ∈ A | a→∗ b} i →a=→ ∩(Aa × Aa).

Тодi (A,→) належить DCRγ+1.

Доведення наслiдку 1.3.1 наведене у пунктi 1.3.3 нижче.

Розглянемо такий приклад, що iлюструє застосування наслiдку 1.3.1.

Приклад 1.3.1. Зафiксуємо деяку АПС (A,→) з A 6= ∅, що має властивiсть кофi-

нальностi [107, 31]. Нехай a є довiльним елементом A. Тодi, за властивiстю кофi-

нальностi (A,→), iснує (непорожня) скiнченна або нескiнченна послiдовнiсть ре-

дукцiй b0 → b1 → b2 → ... з множиною iндексiв I (що є або множиною {0, 1, ..., k}

для деякого невiд’ємного цiлого числа k, або множиною всiх невiд’ємних цiлих чи-
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сел), така, що a = b0 i для кожного b ∈ A, такого, що a→∗ b, маємо (b, bi) ∈ (→′′)∗

для деякого iндексу i ∈ I , де →′′ є обмеженням → на {b ∈ A | a→∗ b}.

Нехай B = {bi | i ∈ I} i →′= {(bi, bi+1) | i ∈ I ∧ i + 1 ∈ I}. Тодi (B,→′) є

АПС, що є слабко зв’язним пiдграфом (A,→) i належить класу DCR1 (оскiльки

(B,→′) є конфлюентною i всi кроки редукцiї в →′ можуть бути розмiченi мiткою

0 для доведення конфлюентностi (B,→′) методом спадних дiаграм).

Крiм того, B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi

(Aa,→∗a), де Aa = {b ∈ A | a →∗ b} i →a = → ∩(Aa × Aa), оскiльки

B ⊆ {b ∈ A | a →∗ b} i для кожного b ∈ Aa маємо b ∈ A ∧ a →∗ b, тому

(b, bi) ∈ (→′′)∗ для деякого bi ∈ B, де

→′′ = → ∩ ({b ∈ A | a→∗ b} × {b ∈ A | a→∗ b}) = → ∩ (Aa × Aa) = →
∗
a .

Тодi за наслiдком 1.3.1, (A,→) належить DCR1+1 = DCR2.

Приклад 1.3.1 надає пояснення, чому властивiсть кофiнальностi пов’язана

з рiвнем 2 в DCR iєрархiї (властивiсть кофiнальностi сформульована в термiнах

кофiнальної послiдовностi редукцiй, яку можна розглядати як слабко зв’язний

пiдграф, що належить класу DCR1).

1.3.2. Доведення теореми 1.3.1

Cформулюємо i доведемо декiлька допомiжних лем.

Лема 1.3.1. Нехай γ є ординалом, U є множиною, а s, r є такими вiдношеннями,

що s ⊆ r ⊆ U × U . Припустимо, що виконуються такi умови 1-4:

1. ∀a, b ∈ Fld(s) ∃c ∈ Fld(s) (a, c) ∈ s∗ ∧ (b, c) ∈ s∗;

2. (U, s) є АПС у класi DCRγ;

3. ∀a ∈ Fld(r) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r=;

4. {b | ∃a ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r\s} ⊆ Fld(s).

Тодi (U, r) є АПС у класi DCRγ+1.

Доведення. За припущенням 2, (U, s) належить класу DCRγ, тому iснує iндексова-

на сiм’я (→i)i∈I вiдношень→i ⊆ U×U , де I = {i | i < γ}, таких, що s =
⋃
i∈I(→i)

i для кожних α, β < γ i a, b, c ∈ U , якщо a →α b i a →β c, то iснують елементи

b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗
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де →<α позначає
⋃
i<α(→i), →<α∨<β позначає

⋃
i<α∨i<β(→i), а верхнi iндекси =

i ∗ використовуються для позначення, вiдповiдно, рефлексивного i рефлексивно-

транзитивного замикання вiдношення на множинi U .

Нехай J = {i | i < γ + 1}. Тодi I ⊆ J i γ ∈ J\I .

Введемо iндексовану сiм’ю (→′j)j∈J бiнарних вiдношень →′j на U , де для

кожного j ∈ J ,

→′j=






→j, j ∈ I

r\s, j ∈ J\I .

Крiм того, для будь-яких α, β < γ + 1 нехай →′<α позначає
⋃
j<α(→

′
j), а →′<α∨<β

позначає
⋃
j<α∨j<β(→

′
j). Оскiльки s ⊆ r i J\I 6= ∅, маємо

r = s ∪ (r\s) =
⋃

i∈I

→i ∪
⋃

j∈J\I

→′j=
⋃

j∈J

→′j .

Покажемо, що для кожних α, β < γ + 1 i a, b, c ∈ U , якщо a →′α b i a →′β c, то

iснують b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→′<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→′β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗ (1.2)

(c, c′) ∈ (→′<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→′α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗ (1.3)

Нехай α, β < γ + 1 i a, b, c ∈ U є такими елементами, що a →′α b i a →′β c.

Розглянемо такi випадки.

Випадок 1: α ∈ I i β ∈ I . Тодi →′<α=→<α, →
′
<α∨<β=→<α∨<β, →

′
α=→α, i

→′β=→β, i iснують b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗

Таким чином, умови (1.2) i (1.3) виконуються.

Випадок 2: α ∈ I i β ∈ J\I . Тодi a→α b i (a, c) ∈ r\s, тому (a, b) ∈ s i (a, c) ∈

r\s. Тодi a, b ∈ Fld(s) i з припущення 4 випливає, що c ∈ Fld(s). Тодi з припущення

1 випливає, що iснує елемент d ∈ Fld(s), такий, що (b, d) ∈ s∗ ∧ (c, d) ∈ s∗. Слiд

зауважити, що s ⊆→′<α∨<β. Тодi умови (1.2), (1.3) виконуються для b′ = b′′ = b,

c′ = c′′ = c i вищезгаданого елементу d.

Випадок 3: α ∈ J\I i β ∈ I . Тодi (a, b) ∈ r\s i a →β c, тому (a, b) ∈ r\s
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i (a, c) ∈ s. Тодi a, c ∈ Fld(s) i з припущення 4 випливає, що b ∈ Fld(s). Тодi з

припущення 1 випливає, що iснує d ∈ Fld(s), такий, що (b, d) ∈ s∗∧(c, d) ∈ s∗. Слiд

зауважити, що s ⊆→′<α∨<β. Тодi умови (1.2), (1.3) виконуються для b′ = b′′ = b,

c′ = c′′ = c i вищезгаданого елементу d.

Випадок 4: α ∈ J\I i β ∈ J\I . Тодi (a, b) ∈ r\s i (a, c) ∈ r\s. Тодi

b, c ∈ Fld(r). З припущення 3 випливає, що iснує b′′ ∈ Fld(s), такий, що (b, b′′) ∈

r= ∧ ((b, b′′) ∈ s ⇒ b = b′′), оскiльки якщо b ∈ Fld(s), то можна узяти b′′ = b, а

якщо b /∈ Fld(s), то b′′ може бути отримано з припущення 3, застосованого до b

i умова (b, b′′) ∈ s не може виконуватись. Аналогiчно, з припущення 3 випливає,

що iснує елемент c′′ ∈ Fld(s), такий, що (c, c′′) ∈ r= ∧ ((c, c′′) ∈ s ⇒ c = c′′).

Тодi (b, b′′) ∈ (r\s)= i (c, c′′) ∈ (r\s)=. Крiм того, з припущення 1 випливає, що

iснує елемент d ∈ Fld(s), такий, що (b′′, d) ∈ s∗ ∧ (c′′, d) ∈ s∗. Слiд зауважити, що

s ⊆→′<α∨<β i, крiм того, (b, b′′) ∈ (→′β)
= i (c, c′′) ∈ (→′α)

=. Тодi умови (1.2), (1.3)

виконуються для b′ = b, c′ = c i вищезгаданих b′′, c′′, d.

Отже, (U, r) є АПС у класi DCRγ+1.

Лема 1.3.2. Нехай γ є ординалом, U є множиною, а s, r є такими вiдношеннями,

що s ⊆ r ⊆ U × U . Припустимо, що виконуються такi умови 1-3:

1. Fld(s) = Fld(r);

2. ∀a, b ∈ Fld(s) ∃c ∈ Fld(s) (a, c) ∈ s∗ ∧ (b, c) ∈ s∗;

3. (U, s) є АПС у класi DCRγ.

Тодi (U, r) є АПС у класi DCRγ+1.

Доведення. Оскiльки Fld(s) = Fld(r) за припущенням 1, то маємо

∀a ∈ Fld(r) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r=,

{b | ∃a ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r\s} ⊆ Fld(r) = Fld(s).

Тодi з припущень 2, 3 випливає, що γ, U, s, r задовольнять всi припущення леми

1.3.1. Таким чином, (U, r) є АПС у DCRγ+1 за лемою 1.3.1.

Лема 1.3.3. Нехай γ є ненульовим ординалом, U є множиною, s, r є такими

вiдношеннями, що s ⊆ r ⊆ U × U , i виконуються такi умови 1-3:

1. ∀a, b ∈ Fld(s) ∃c ∈ Fld(s)(a, c) ∈ s∗ ∧ (b, c) ∈ s∗;

2. (U, s) є АПС у класi DCRγ;

3. ∀a ∈ Fld(r) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r∗.
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Тодi (U, r) є АПС у класi DCRγ+1.

Доведення. За припущенням 2, (U, s) належить класу DCRγ, тому iснує iндексова-

на сiм’я (→i)i∈I вiдношень→i ⊆ U×U , де I = {i | i < γ}, таких, що s =
⋃
i∈I(→i)

i для кожних α, β < γ i a, b, c ∈ U , якщо a →α b i a →β c, то iснують елементи

b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗

де →<α позначає
⋃
i<α(→i) i →<α∨<β позначає

⋃
i<α∨i<β(→i).

Для кожного елементу a ∈ Fld(r) введемо такi позначення:

– d(a) є найменшим невiд’ємним цiлим числом, таким, що iснує b ∈ Fld(s),

такий, що (a, b) ∈ ri, де для i > 0, ri = {(a, b) | ∃c0, c1, ..., ci ∈ U c0 = a∧ ci =

b∧ ∀k ∈ {0, 1, ..., i− 1} (ck, ck+1) ∈ r}, r0 = {(a, a) | a ∈ U}. Слiд зауважити,

що d(a) є визначеним, оскiльки має мiсце припущення 3;

– B(a) = {b | (a, b) ∈ r}, тобто B(a) є множиною прямих наступникiв a;

– H(a) = {b ∈ B(a) | ∀c ∈ B(a) d(b) ≤ d(c)}.

Позначимо:

D = Fld(r)\Fld(s).

Доведемо, що H(a) 6= ∅ для кожного a ∈ D. Якщо a ∈ D, то за припущенням

3, iснує b ∈ Fld(s), такий, що (a, b) ∈ r∗, тому b /∈ D, звiдки b 6= a i (a, b) ∈ r+,

тому iснує b′, такий, що (a, b′) ∈ r, тому B(a) 6= ∅, з чого випливає, що H(a) 6= ∅.

Таким чином, H(a) 6= ∅ для кожного a ∈ D.

Слiд зауважити, що оскiльки r ⊆ U × U , для кожного a ∈ D, H(a) є

непорожньою пiдмножиною U . Тодi, як наслiдок аксiоми вибору, iснує функцiя

вибору h : D → U , така, що h(a) ∈ H(a) для кожного a ∈ D. Зафiксуємо таку

функцiю вибору h i позначимо:

g1 = {(a, h(a)) | a ∈ D}.

Введемо iндексовану сiм’ю (→′i)i∈I бiнарних вiдношень→′i на U , де I = {i | i < γ}
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(як було визначено вище) i для кожного i ∈ I ,

→′i =






→i ∪ g1, якщо i = 0,

→i, якщо i ∈ I\{0}.

Слiд зауважити 0 ∈ I , оскiльки γ є ненульовим ординалом.

Для будь-яких α, β < γ нехай →′<α позначає
⋃
j<α(→

′
j) i →′<α∨<β позначає

⋃
j<α∨j<β(→

′
j). Позначимо:

r1 =
⋃

i∈I

(→′i).

Слiд зауважити, що хоча →′0 = →0 ∪ g1, кроки редукцiї, що належать →0 i g1
вiдповiдно, не можуть починатися в одному елементi: якщо a →0 b i (c, d) ∈ g1,

то (a, b) ∈ s i c ∈ D, тому a ∈ Fld(s) i c /∈ Fld(s), тому a 6= c. Використовуючи

цей факт i той факт, що g1 є функцiональним вiдношенням, маємо, що для кожних

α, β < γ i a, b, c ∈ U , якщо a→′α b i a→′β c, то iснують елементи b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U ,

такi, що

(b, b′) ∈ (→′<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→′β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗

(c, c′) ∈ (→′<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→′α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗.

Тодi (U, r1) є АПС у класi DCRγ.

Слiд зауважити, що (a, b) ∈ r для кожних a ∈ D i b ∈ H(a), тому (a, h(a)) ∈ r

для кожного a ∈ D, звiдки g1 ⊆ r. Крiм того,
⋃
i∈I(→i) = s ⊆ r, тому

r1 =
⋃
i∈I(→

′
i) ⊆ r. Слiд зауважити, що Fld(r)\Fld(s) = D ⊆ Fld(g1) ⊆ Fld(r1)

i s =
⋃
i∈I(→i) ⊆ r1, тому Fld(s) ⊆ Fld(r1). Тодi Fld(r1) ⊆ Fld(r). Також,

Fld(r) ⊆ Fld(r1), оскiльки r1 ⊆ r, тому Fld(r1) = Fld(r).

Доведемо, що ∀a ∈ Fld(r1) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r∗1 (де символ ∗ використову-

ється для позначення рефлексивно-транзитивного замикання вiдношення саме на

множинi U ). Використовуючи визначення функцiї H , маємо, що для кожного не-

вiд’ємного цiлого числа k, для кожного a ∈ D, якщо d(a) = k + 1, то h(k)(a) ∈ D,

d(h(k)(a)) = 1 i (a, h(k)(a)) ∈ g∗1, де h(k)(a) = h(h(...(a)...)), де h застосовано k

разiв, i припускається, що h(0)(a) = a. Слiд зауважити, що для кожного a ∈ D

виконується d(a) > 0, оскiльки a /∈ Fld(s). Тодi для кожного a ∈ D iснує елемент

a′ ∈ D (наприклад, h(k)(a)), такий, що d(a′) = 1 i (a, a′) ∈ g∗1.

Нехай a ∈ Fld(r1). Якщо a ∈ Fld(s), то для b = a маємо b ∈ Fld(s) i (a, b) ∈
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r∗1. Тому розглянемо випадок, коли a ∈ Fld(r1)\Fld(s). Тодi a ∈ Fld(r)\Fld(s) = D.

Тодi, як було показано вище, для a iснує елемент a′ ∈ D, такий, що d(a′) = 1 i

(a, a′) ∈ g∗1. Тодi (a′, h(a′)) ∈ r1 i h(a′) ∈ H(a′). Крiм того, оскiльки d(a′) = 1,

то iснує елемент b ∈ Fld(s), такий, що (a′, b) ∈ r. Тодi b ∈ B(a′) i d(b) = 0.

Слiд зауважити, що h(a′) ∈ H(a′), тому ∀c ∈ B(a′) d(h(a′)) ≤ d(c), зокрема,

d(h(a′)) ≤ d(b) = 0, звiдки d(h(a′)) = 0. Тодi h(a′) ∈ Fld(s) i (a, a′) ∈ g∗1 ⊆ r∗1.

Отже, має мiсце така властивiсть:

∀a ∈ Fld(r1) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r
∗
1.

Тепер доведемо, що

∀a, b ∈ Fld(r1) ∃c ∈ Fld(r1) (a, c) ∈ r
∗
1 ∧ (b, c) ∈ r

∗
1.

Як було показано вище, ∀a ∈ Fld(r1) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r∗1. Нехай a, b ∈ Fld(r1).

Тодi iснують елементи a′, b′ ∈ Fld(s), такi, що (a, a′) ∈ r∗1 i (b, b′) ∈ r∗1. Тодi

згiдно припущення 1, застосованого до a′, b′, iснує елемент c ∈ Fld(s), такий, що

(a′, c) ∈ s∗ ∧ (b′, c) ∈ s∗. Оскiльки s ⊆ r1, то маємо

(a, c) ∈ r∗1 ∧ (b, c) ∈ r
∗
1,

використовуючи транзитивнiсть r∗1. Також, c ∈ Fld(r1). Тодi

∀a, b ∈ Fld(r1) ∃c ∈ Fld(r1) (a, c) ∈ r
∗
1 ∧ (b, c) ∈ r

∗
1.

Отже, всi припущення леми 1.3.2 виконуються для γ, U, r1, r, тому можна зробити

висновок, що (U, r) є АПС у класi DCRγ+1 за лемою 1.3.2, застосованою до

γ, U, r1, r.

Лема 1.3.4. Нехай γ є ненульовим ординалом, U є множиною, A ⊆ U , s, r є

такими вiдношеннями, що s ⊆ r ⊆ A × A. Нехай B = Fld(s). Припустимо, що

(B, s) є слабко зв’язною АПС, B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй

множинi (A, r∗) i (U, s) є АПС у класi DCRγ. Тодi (U, r) є АПС у класi DCRγ+1.

Доведення. Доведемо, що припущення 1, 2 леми 1.3.3 виконуються для U, s, r.

Спочатку доведемо, що ∀a, b ∈ Fld(s) ∃c ∈ Fld(s) (a, c) ∈ s∗ ∧ (b, c) ∈ s∗.
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Нехай a, b ∈ Fld(s). Тодi a, b ∈ B, тому (a, b) ∈ (s ∪ s−1)∗, оскiльки (B, s) є

слабко зв’язною АПС. Крiм того, оскiльки (U, s) є АПС у класi DCRγ, (U, s) має

властивiсть Черча-Россера, тому iснує c ∈ U , такий, що (a, c) ∈ s∗∧ (b, c) ∈ s∗. Тодi

оскiльки a ∈ Fld(s), маємо c ∈ Fld(s). Отже,

∀a, b ∈ Fld(s) ∃c ∈ Fld(s) (a, c) ∈ s∗ ∧ (b, c) ∈ s∗.

Тодi маємо

∀a ∈ Fld(r) ∃b ∈ Fld(s) (a, b) ∈ r∗,

оскiльки B = Fld(s) i B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй

множинi (A, r∗).

Оскiльки (U, s) є АПС у класi DCRγ, можемо зробити висновок, що (U, r) є

АПС у класi DCRγ+1 за лемою 1.3.3, застосованою до γ, U, s, r.

Лема 1.3.5. Нехай γ є ненульовим ординалом, U є множиною, r, r′ ⊆ U×U , A ⊆ U .

Припустимо, що (U, r) є АПС у класi DCRγ i r′ = r ∪ {(a, a) | a ∈ A}.

Тодi (U, r′) є АПС у класi DCRγ.

Доведення. Оскiльки (U, r) належить класу DCRγ, то iснує iндексована сiм’я

(→i)i∈I вiдношень →i ⊆ U × U , де I = {i | i < γ}, таких, що r =
⋃
i∈I(→i) i

для кожних α, β < γ i a, b, c ∈ U , якщо a →α b i a →β c, то iснують елементи

b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗,

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗,

де →<α позначає
⋃
i<α(→i) i →<α∨<β позначає

⋃
i<α∨i<β(→i).

Введемо iндексовану сiм’ю (→′i)i∈I бiнарних вiдношень→′i на U , iндексовану

тiєю ж множиною I = {i | i < γ}, що (→i)i∈I , де →′i = →i ∪{(a, a) | a ∈ A} для

кожного i ∈ I . Тодi оскiльки γ є ненульовим ординалом, маємо

r′ = r ∪ {(a, a) | a ∈ A} =
⋃

i∈I

→′i .

Нехай α, β < γ i a, b, c ∈ U є такими елементами, що a→′α b i a→′β c. Нехай

→′<α позначає
⋃
i<α(→

′
i) i →′<α∨<β позначає

⋃
i<α∨i<β(→

′
i). Тодi iснують елементи
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b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→′<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→′β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗, (1.4)

(c, c′) ∈ (→′<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→′α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗. (1.5)

Оскiльки a→′α b i a→′β c, розглянемо такi випадки.

Випадок 1: a = b = c. Тодi умови (1.4), (1.5) виконуються для b′ = b′′ = c′ =

c′′ = d = a.

Випадок 2: a = b i a →β c. Тодi умови (1.4), (1.5) виконуються для b′ = b i

c′ = b′′ = c′′ = d = c.

Випадок 3: a →α b i a = c. Тодi умови (1.4), (1.5) виконуються для c′ = c i

b′ = b′′ = c′′ = d = b.

Випадок 4: a→α b i a→β c. Тодi iснують такi елементи b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗,

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗.

Тодi умови (1.4), (1.5) виконуються.

Отже, (U, r′) є АПС у класi DCRγ за визначенням DCRγ.

Лема 1.3.6. Нехай γ є ординалом, U є множиною, r, r′ ⊆ U × U . Припустимо, що

(U, r) є АПС у класi DCRγ i r′ = r\{(a, a) | a ∈ U}.

Тодi (U, r′) є АПС у класi DCRγ.

Доведення. Оскiльки (U, r) належить класу DCRγ, то iснує iндексована сiм’я

(→i)i∈I вiдношень →i ⊆ U × U , де I = {i | i < γ}, таких, що r =
⋃
i∈I(→i) i

для кожних α, β < γ i a, b, c ∈ U , якщо a →α b i a →β c, то iснують елементи

b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗,

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗,

де →<α позначає
⋃
i<α(→i) i →<α∨<β позначає

⋃
i<α∨i<β(→i).

Введемо iндексовану сiм’ю (→′i)i∈I бiнарних вiдношень→′i на U , iндексовану

тiєю ж множиною I = {i | i < γ}, що (→i)i∈I , де для кожного i ∈ I визначено
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→′i = →i \{(a, a) | a ∈ U}. Тодi, незалежно вiд того, чи I = ∅, маємо

r′ = r\{(a, a) | a ∈ U} =
⋃

i∈I

→′i .

Нехай α, β < γ i a, b, c ∈ U є такими елементами, що a →′α b i a →′β c. Тодi

a→α b i a→β c, тому iснують елементи b′, b′′, c′, c′′, d ∈ U , такi, що

(b, b′) ∈ (→<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗,

(c, c′) ∈ (→<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→<α∨<β)
∗.

Нехай →′<α позначає
⋃
i<α(→

′
i) i →′<α∨<β позначає

⋃
i<α∨i<β(→

′
i). Тодi маємо, що

(b, b′) ∈ (→′<α)
∗ ∧ (b′, b′′) ∈ (→′β)

= ∧ (b′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗,

(c, c′) ∈ (→′<β)
∗ ∧ (c′, c′′) ∈ (→′α)

= ∧ (c′′, d) ∈ (→′<α∨<β)
∗.

Отже, (U, r′) є АПС у класi DCRγ за визначенням DCRγ.

Лема 1.3.7. Нехай γ є ненульовим ординалом, U є множиною, r, r′ ⊆ U × U .

Припустимо, що (U, r) є АПС у класi DCRγ i

{(a, b) ∈ r′ | a 6= b} = {(a, b) ∈ r | a 6= b}.

Тодi (U, r′) є АПС у класi DCRγ.

Доведення. Нехай r′′ = r′\{(a, a) | a ∈ U}. Тодi

r′′ = {(a, b) ∈ r′ | a 6= b} = {(a, b) ∈ r | a 6= b} = r\{(a, a) | a ∈ U} ⊆ U × U.

Тодi (U, r′′) є АПС у класi DCRγ за лемою 1.3.6, оскiльки (U, r) є АПС у класi

DCRγ. Нехай A = {a | (a, a) ∈ r′}. Тодi r′′, r′ ⊆ U × U , A ⊆ U , (U, r′′) є АПС у

класi DCRγ, i

r′ = r′′ ∪ {(a, a) | a ∈ A},

тому (U, r′) є АПС у класi DCRγ за лемою 1.3.5, застосованою до γ, U, r′′, r′, A.

Лема 1.3.8. Нехай γ є ординалом i (A, r), (B, r) є АПС (зi спiльним вiдношенням

редукцiї r). Тодi (A, r) належить класу DCRγ тодi i тiльки тодi, коли (B, r)

належить класу DCRγ.
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Доведення. Оскiльки (A, r), (B, r) є АПС, маємо r ⊆ A× A i r ⊆ B × B, звiдки:

– Fld(r) ⊆ A, Fld(r) ⊆ B, r ⊆ Fld(r)× Fld(r);

– якщо (a, b) ∈ r∗, то або a, b ∈ Fld(r), або a = b.

Враховуючи цi властивостi та визначення класу DCRγ, маємо, що виконуються

такi iмплiкацiї:

– якщо (A, r) або (B, r) належить класу DCRγ, то (Fld(r), r) є АПС у DCRγ;

– якщо (Fld(r), r) є АПС у класi DCRγ, то (A, r) i (B, r) належать DCRγ.

Таким чином, (A, r) належить класу DCRγ тодi i тiльки тодi, коли (B, r) належить

класу DCRγ.

Тепер надамо доведення теореми 1.3.1.

Доведення теореми 1.3.1.

Припустимо, що (A,→), (B,→′) є АПС, (B,→′) є слабко зв’язним пiдграфом

(A,→), таким, що B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi

(A,→∗). Зафiксуємо ненульовий ординал γ i припустимо, що (B,→′) належить

класу DCRγ. Доведемо, що (A,→) належить класу DCRγ+1. Нехай

r′ = → ∪{(b, b) | b ∈ B},

s′ = →′ ∪{(b, b) | b ∈ B}.

Оскiльки (B,→′) належить класу DCRγ i є пiдграфом (A,→), маємо, що

→′ ⊆ B × B ⊆ A × A, тому (A,→′) є АПС i (A,→′) належить класу DCRγ за

лемою 1.3.8. Слiд зауважити, що s′ ⊆ (A×A)∪ (B×B) = A×A, B ⊆ A i s′ =→′

∪{(b, b) | b ∈ B}. Тодi (A, s′) належить класу DCRγ за лемою 1.3.5, застосованою

до γ,A,→′, s′, B. Слiд зауважити, що B ⊆ Fld(s′) ⊆ Fld(→′) ∪ B ⊆ B, оскiльки

(B,→′) є АПС. Таким чином, B = Fld(s′). Крiм того,

→′ ∪{(b, b) | b ∈ B} = s′ ⊆ r′ = → ∪{(b, b) | b ∈ B} ⊆ A× A,

оскiльки (A,→) є АПС, →′⊆→ i B ⊆ A. Також,

s′ = →′ ∪{(b, b) | b ∈ B} ⊆ B × B,

тому (B, s′) є АПС. Крiм того, з визначення s′ випливає, що (B, s′) є слабко

зв’язною, оскiльки (B,→′) є слабко зв’язною. Слiд зауважити, що B є кофiнальною

пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi (A, (r′)∗), оскiльки B є кофiнальною
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пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi (A,→∗) i→⊆ r′. Таким чином, s′, r′

є вiдношеннями, такими, що s′ ⊆ r′ ⊆ A×A, B = Fld(s′), (B, s′) є слабко зв’язною

АПС, B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi (A, (r′)∗) i

(A, s′) є АПС у класi DCRγ. Згiдно леми 1.3.4, застосованою до γ, A, A ⊆ A, s′,

r′, можемо зробити висновок, що (A, r′) є АПС у класi DCRγ+1.

Слiд зауважити, що r′ ⊆ A× A i → ⊆ A× A, (A, r′) є АПС у класi DCRγ+1,

а з визначення r′ випливає, що {(a, b) ∈ r′ | a 6= b} = {(a, b) ∈→ | a 6= b}. Тодi

(A,→) належить класу DCRγ+1 за лемою 1.3.7, застосованою до γ,A, r′,→.

1.3.3. Доведення наслiдку 1.3.1

Нехай γ є ненульовим ординалом i (A,→) є АПС.

Припустимо, що для кожного елементу a ∈ A iснує АПС (B,→′), така, що

1. (B,→′) є слабко зв’язним пiдграфом (A,→);

2. (B,→′) належить класу DCRγ;

3. B є кофiнальною пiдмножиною в (Aa,→∗a), де Aa = {b ∈ A | a →∗ b} i

→a = → ∩(Aa × Aa).

Доведемо, що (A,→) належить класу DCRγ+1.

Спочатку доведемо, що АПС (A,→) є конфлюентною. Нехай a, b, c ∈ A i

a →∗ b ∧ a →∗ c. Тодi iснує АПС (B,→′), така, що (B,→′) є слабко зв’язним

пiдграфом (A,→), (B,→′) належить DCRγ i B є кофiнальною пiдмножиною в

(Aa,→∗a). Тодi АПС (B,→′) є конфлюентною. Оскiльки a →∗ b, то або a = b, або

iснують натуральне число n i елементи b0, b1, ...bn ∈ A, такi, що

a = b0 → b1 → ...→ bn = b.

В обох випадках маємо (a, b) ∈ (→a)∗ i b ∈ Aa. Аналогiчно, (a, c) ∈ (→a)∗

i c ∈ Aa. Тодi, оскiльки B є кофiнальною пiдмножиною в (Aa,→∗a), iснують

елементи b′, c′ ∈ B, такi, що b →∗a b
′ i c →∗a c

′. Оскiльки АПС (B,→′) є слабко

зв’язною, то (b′, c′) ∈ (→′ ∪(→′)−1)∗. Тодi, оскiльки АПС (B,→′) є конфлюентною,

за властивiстю Черча-Россера iснує елемент d ∈ B ⊆ A, такий, що (b′, d) ∈ (→′)∗

i (c′, d) ∈ (→′)∗. Тодi b →∗a b
′ →∗ d i c →∗a c

′ →∗ d, звiдки b →∗ d i c →∗ d. Отже,

АПС (A,→) є конфлюентною.

Нехай ↔ = → ∪ →−1 i нехай ↔∗ позначає рефлексивно-транзитивне
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замикання ↔ на множинi A. Для кожного a ∈ A позначимо

[a] = {b ∈ A | a↔∗ b},

→[a] = → ∩([a]× [a]).

Покажемо, що для кожного a ∈ A, АПС ([a],→[a]) належить класу DCRγ+1.

Зафiксуємо a ∈ A. Тодi iснує АПС (B,→′), така, що (B,→′) є слабко зв’язним

пiдграфом (A,→), (B,→′) належить DCRγ i B є кофiнальною пiдмножиною в

(Aa,→∗a). Слiд зауважити, що ([a],→[a]) є АПС. Також, B ⊆ [a], оскiльки з того,

що x ∈ B випливає, що x ∈ Aa (оскiльки B ⊆ Aa). Тодi x ∈ A i a →∗ x, звiдки

x ∈ [a]. Тодi

→′ ⊆ B × B ⊆ [a]× [a]

i →′ ⊆ →, оскiльки (B,→′) є пiдграфом (A,→). Тодi

→′ ⊆ → ∩([a]× [a]) =→[a] .

Таким чином, B ⊆ [a] i →′ ⊆ →[a].

Отже, (B,→′) є пiдграфом ([a],→[a]). Також, (B,→′) є слабко зв’язною АПС.

Доведемо, що B є кофiнальною пiдмножиною у передвпорядкованiй множинi

([a], (→[a])∗). Слiд зауважити, що B ⊆ [a]. Нехай x ∈ [a]. Тодi x ∈ A i a ↔∗ x.

Як було показано вище, (A,→) є конфлюентною АПС. Оскiльки a ↔∗ x, за

властивiстю Черча-Россера iснує елемент y ∈ A, такий, що a →∗ y i x →∗ y.

Тодi або a = y, або iснують натуральне число n i елементи y0, y1, ...yn ∈ A, такi,

що

a = y0 → y1 → ...→ yn = y.

В обох випадках маємо (a, y) ∈ (→a)∗ i y ∈ Aa. Оскiльки B є кофiнальною

пiдмножиною в (Aa,→∗a), iснує елемент y′ ∈ B, такий, що y →∗a y′. Тодi

x →∗ y →∗a y
′, тому x →∗ y′, а також a →∗ y′ (оскiльки B ⊆ Aa). Тодi або

x = y′, або iснують натуральне число m i елементи y′0, y
′
1, ...y

′
m ∈ A, такi, що

x = y′0 → y′1 → ...→ y′m = y
′,

i, крiм того, y′0, y
′
1, ...y

′
m ∈ [a]. Тодi (x, y′) ∈ (→[a])∗ i y′ ∈ B.

Отже, B є кофiнальною пiдмножиною в ([a], (→[a])∗). Тодi оскiльки (B,→′)
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належить класу DCRγ, АПС ([a],→[a]) належить класу DCRγ+1 за теоремою 1.3.1,

застосованою до АПС ([a],→[a]) i (B,→′).

Тодi можна зробити висновок, що для кожного елементу a ∈ A, АПС

([a],→[a]) належить класу DCRγ+1.

Слiд зауважити, що

A =
⋃

a∈A

[a], → =
⋃

a∈A

→[a]

i для кожних елементiв a, b ∈ A, якщо виконується Fld(→[a]) ∩ Fld(→[b]) 6= ∅, то

[a] = [b]. Крiм того, для кожного елементу a ∈ A, АПС ([a],→[a]) належить класу

DCRγ+1. Враховуючи визначення класу DCRγ+1, з цих умов випливає, що АПС

(A,→) належить класу DCRγ+1.

1.3.4. Формалiзацiя в системi iнтерактивного доведення теорем

Варiант теореми 1.3.1 для скiнченних рiвнiв DCR iєрархiї був формалiзова-

ний за допомогою системи Isabelle/HOL у [86]. Дана формалiзацiя описана в цьому

пунктi. Нижче, для додатного цiлого числа n i бiнарного вiдношення r на множинi

U 6= ∅, позначення DCR n r, визначене у [86], означає, що АПС (U, r) належить

класу DCRn. Формальне визначення предиката DCR i кiлькох допомiжних понять,

вiд яких вiн залежить, має такий вигляд:

definition L1 :: "(nat ⇒ ’U rel) ⇒ nat ⇒ ’U rel"

where

"L1 g α ≡
⋃

{A. ∃ α’. (α’ < α) ∧ A = g α’}"

definition Lv :: "(nat ⇒ ’U rel) ⇒ nat ⇒ nat ⇒ ’U rel"

where

"Lv g α β ≡
⋃

{A. ∃ α’. (α’ < α ∨ α’ < β) ∧ A = g α’}"

definition D::"(nat ⇒ ’U rel) ⇒ nat ⇒ nat ⇒ (’U×’U×’U×’U) set"

where

"D g α β = {(b,b’,b’’,d). (b,b’) ∈ (L1 g α)^* ∧

(b’,b’’) ∈ (g β)^= ∧ (b’’,d) ∈ (Lv g α β)^*}"

definition DCR_generating :: "(nat ⇒ ’U rel) ⇒ bool"
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where

"DCR_generating g ≡ (∀ α β a b c. (a,b) ∈ (g α) ∧

(a,c) ∈ (g β) −→ (∃ b’ b’’ c’ c’’ d.

(b,b’,b’’,d) ∈ (D g α β) ∧ (c,c’,c’’,d) ∈ (D g β α) ))"

definition DCR :: "nat ⇒ ’U rel ⇒ bool"

where

"DCR n r ≡ (∃ g::(nat ⇒ ’U rel). DCR_generating g ∧

r =
⋃

{ r’. ∃ α’. α’ < n ∧ r’ = g α’ } )"

Формалiзована версiя теореми 1.3.1 з [86], обмежена на γ < ω має такий вигляд:

theorem thm_1:

fixes r s::"’U rel" and n::nat — r, s are binary relations, n is a positive integer

assumes a0: "n 6= 0"

and a1: "r ⊆ A × A" — (A, r) is an ARS

and a2: "s ⊆ B × B" — (B, s) is an ARS

and a3: "B ⊆ A" and a4: "s ⊆ r" — (B, s) is a (not necessarily induced)

subgraph of (A, r)

and a5: "∀ b1∈B. ∀ b2∈B. (b1,b2) ∈ (s ∪ s^-1)^*" — (B, s) is

weakly connected

and a6: "∀ a∈A. ∃ b∈B. (a, b) ∈ r^*" — B is a cofinal set in the

preordered set (A, r∗)

and a7: "DCR n s" — (B, s) is in the class DCRn
shows "DCR (n+1) r" — Then (A, r) is in the class DCR(n+1)

1.4. Висновки до роздiлу 1

У пiдроздiлi 1.1 було отримано перший основний результат дисертацiйного

дослiдження: доведено повноту методу спадних дiаграм ван Оострома-де Брейна

для доведення конфлюентностi абстрактних переписувальних систем мiнiмальної

незлiченної потужностi. Бiльш детально, було показано (теорема 1.1.1), що ко-

жна конфлюентна АПС (A,→), така, що потужнiсть її вiдношення редукцiї → не

перевищує перший незлiченний кардинал належить класу DCR3, тобто конфлю-

ентнiсть (A,→) може бути доведена методом спадних дiаграм з мiтками 0, 1, 2,
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упорядкованими таким чином, що 0 < 1 < 2. За припущення континуум-гiпотези

[191] (що є незалежною вiд ZFC за припущення про несуперечливiсть ZFC [191]), з

цього результату випливає, що, теоретично, метод спадних дiаграм є достатнiм для

доведення конфлюентностi АПС на широкому колi структур, що використовуються

в iнформатицi та прикладнiй математицi. Даний результат було формалiзовано та

автоматично перевiрено за допомогою вiдомої системи iнтерактивного доведення

теорем Isabelle [57]. Повний текст формального доказу доступний за посиланнями

[78] та [81]. Iнструкцiї щодо повторної перевiрки формального доказу у програм-

ному забезпеченнi Isabelle наведенi в додатку Б.

У пiдроздiлi 1.2 було отримано другий основний результат дисертацiйного

дослiдження – розв’язки проблем неповноти методу спадних дiаграм з двома

мiтками та вiдсутностi колапсу на рiвнi 2 iєрархiї систем, що мають спадну

властивiсть Черча-Россера (данi проблеми були сформульованi J. Endrullis, J.W.

Klop, R. Overbeek у 2018 роцi як вiдкритi проблеми [31, Open Problem 32, 33]).

Бiльш детально, було отримано теореми 1.2.1 та 1.2.2, з яких безпосередньо

випливає, що метод спадних дiаграм з двома мiтками є неповним i iєрархiя DCR

(систем, що мають спадну властивiсть Черча–Россера) не має колапсу на рiвнi

2. Данi результати було формалiзовано та автоматично перевiрено за допомогою

системи Isabelle. Повний текст формальних доказiв доступний за посиланням [79].

У пiдроздiлi 1.3 було отримано теорему про зв’язний кофiнальний пiдграф

(теорема 1.3.1), що може бути використана для пояснення зв’язку властивостi

кофiнальностi [107, 31] з рiвнем 2 в DCR iєрархiї. Варiант теореми 1.3.1 для

скiнченних рiвнiв DCR iєрархiї було формалiзовано за допомогою системи Isabelle.

Текст формального доказу доступний за посиланням [86].

З практичної точки зору, критерiї конфлюентностi АПС можуть бути викори-

станi при розробцi програмних iнструментiв, що дозволяють користувачам пере-

конатися, що результат заданої недетермiнованої програми не залежить вiд шля-

ху її виконання. Недетермiнiзм програм часто пов’язаний з конкурентним вико-

нанням, тому такi iнструменти можуть бути корисними при тестуваннi або фор-

мальнiй верифiкацiї багатопотокового та розподiленого програмного забезпечен-

ня. Подiбнi причини недетермiнiзму iснують i для моделей кiберфiзичних систем

(КФС), однак, для таких моделей iншi джерела недетермiнiзму також можуть мати

значну роль [119]. У зв’язку з цим, критерiї конфлюентностi, застосовнi до АПС,

породжених дискретними i недискретними моделями обчислень є важливими.
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АПС також можуть використовуватись як допомiжнi моделi для аналiзу вла-

стивостей конкретних динамiчних моделей рiзних систем i процесiв, припускаючи,

що вiдношення редукцiї АПС або його транзитивне замикання подає вiдношення

досяжностi на станах динамiчної моделi.
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РОЗДIЛ 2. КОНФЛЮЕНТНIСТЬ СТРОГО IНДУКТИВНИХ АПС

2.1. Узагальнення леми Ньюмана для ациклiчних строго iндуктивних

систем зi злiченною множиною нормальних форм

2.1.1. Попереднi зауваження

Лема Ньюмана [145, 56, 108, 5, 133] часто пов’язується з аналiзом дискретних

структур та принципом фундованої iндукцiї, або, дуально, принципом нетерової

iндукцiї [56]. Однак, нетерова iндукцiя має узагальнення до принципу вiдкритої

iндукцiї Рауля [174], що може розглядатись як приклад поєднання принципiв дове-

дення, важливих для аналiзу дискретних i неперервних структур. Бiльш детально,

як принцип нетерової iндукцiї для доведення властивостей елементiв нетерової

частково впорядкованої множини, так i варiант принципу дiйсної iндукцiї [20] для

доведення властивостей дiйсних чисел у обмеженому замкненому промiжку мо-

жуть розглядатись як застосування принципу вiдкритої iндукцiї. Крiм того, вiдомо

[166], що принцип дiйсної iндукцiї є актуальним для аналiзу динамiчних систем

з неперервним часом, визначених за допомогою звичайних диференцiальних рiв-

нянь. Враховуючи вищезазначенi зауваження, природно розглянути питання, чи

лема Ньюмана може бути узагальнена таким чином, щоб отримане узагальнення

могло бути застосованим до широкого кола дискретних, неперервних i дискретно-

неперервних динамiчних моделей. Слiд зауважити, що дискретно-неперервнi (гi-

бриднi) моделi [43] є важливими для iнформатики у зв’язку з розвитком таких

напрямкiв, як кiберфiзичнi системи [6] та Iнтернет речей. Хоча у рамках математи-

чної теорiї систем, теорiї керування, iнформатики було дослiджено багато моделей

таких систем i їх властивостей, пошук методiв поєднання методiв i результатiв рi-

зних галузей лишається актуальним [6, 119], а принцип вiдкритої iндукцiї [174]

може розглядатись як одна з основ для такого поєднання.

Вiдповiдно до леми Ньюмана [145, 56], будь-яка термiнальна локально кон-

флюентна АПС є конфлюентною. Будь-яка термiнальна АПС є ациклiчною, однак,

в загальному випадку, ациклiчна локально конфлюентна АПС не обов’язково є кон-

флюентною [56]. Вiдомий контрприклад Ньюмана [56, рисунок 6a] часто викори-

стовується для iлюстрацiї останнього факту. Iнший вiдомий контрприклад Хiндлi

[56, рисунок 6b] показує, що скiнченна локально конфлюентна АПС, яка не є аци-
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клiчною, може не бути конфлюентною. Контрприклад Ньюмана [56, рисунок 6a]

може бути переформульований як АПС (XNC ,→NC), де

XNC = {a, b, 0, 1, 2, ...}, a = −1, b = −2,

а вiдношення →NC визначене таким чином:

→NC= {(2n, a) | n = 0, 1, 2, ...} ∪ {(2n+ 1, b) | n = 0, 1, 2, ...}∪

∪ {(n, n+ 1) | n = 0, 1, 2, ...}.

АПС (XNC ,→NC) є злiченною, ациклiчною, iндуктивною, локально конфлюен-

тною, але не є конфлюентною [56]. Причина нееквiвалентностi умов локальної

конфлюентностi i конфлюентностi для (XNC ,→NC) може бути пояснена таким

чином: з умови конфлюентностi випливає, що множина верхнiх меж будь-якої не-

порожньої пiдмножини XNC є спрямованою у передвпорядкованiй (частково впо-

рядкованiй) множинi (XNC , (→NC)∗), однак, умова локальної конфлюентностi не є

достатньо сильною, щоб гарантувати це для верхнiх меж нескiнченного ланцюга

{0, 1, 2, ...} в (XNC , (→NC)∗). Слiд зауважити, що у передвпорядкованiй множинi

(XNC , (→NC)∗) ланцюг {1, 2, 3, ...} має мiнiмальнi верхнi межi (a i b), але не має

точної верхньої межi. При цьому, з умови локальної конфлюентностi не випливає

iснування елементу x, такого, що {(a, x), (b, x)} ⊆ (→NC)∗.

Якби ланцюг {1, 2, 3, ...} мав точну верхню межу (або не мав верхнiх меж),

вищезазначене пояснення нееквiвалентностi умов локальної конфлюентностi i

конфлюентностi не могло би бути застосоване. Наприклад, розглянемо АПС

(XNC ,→NC ∪{(a, b)}). (2.1)

На вiдмiну вiд контрприкладу Ньюмана, (2.1) є строго iндуктивною [134] АПС,

тобто всi непорожнi ланцюги в сенсi передпорядку, породженого рефлексивно-

транзитивним замиканням вiдношення редукцiї, мають точнi верхнi межi. При цьо-

му, для АПС (2.1) умови конфлюентностi i локальної конфлюентностi є еквiвален-

тними, хоча дана АПС не є термiнальною (не задовольняє припущенню звичайної

леми Ньюмана).

У цьому пiдроздiлi буде показано, що будь-яка ациклiчна строго iндуктивна

АПС з не бiльш нiж злiченною множиною незвiдних елементiв є конфлюентною
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тодi i тiльки тодi, коли вона є локально конфлюентною. Також, буде показано, що

припущення про злiченнiсть та ациклiчнiсть є важливими i не можуть бути вилу-

ченi з даного твердження. Крiм того, з контрприкладу Ньюмана [145, 56] випливає,

що умова строгої iндуктивностi не може бути замiнена на умову iндуктивностi в

даному твердженнi, оскiльки АПС (XNC ,→NC) є ациклiчною i iндуктивною, має

скiнченну множину незвiдних елементiв, є локально конфлюентною, але не є кон-

флюентною [145, 56]. Цi результати доповнюють лему Ньюмана i уточнюють межi

застосовностi властивостi локальної конфлюентностi у критерiях конфлюентностi.

Також, у пiдроздiлi буде описано формалiзацiю [84] основних отриманих ре-

зультатiв в системi iнтерактивного доведення теорем Isabelle [57]. Подальшi уза-

гальнення леми Ньюмана будуть запропонованi у наступному пiдроздiлi. Наведенi

у даному пiдроздiлi i у рештi роздiлу результати також описанi у [80, 77, 61, 76, 84].

2.1.2. Термiни

Нехай (X,≤) є передвпорядкованою множиною (≤ є рефлексивним i транзи-

тивним бiнарним вiдношенням на множинi X).

Означення 2.1.1 ([175]). Нехай A ⊆ X i x ∈ X . Тодi x є

1. верхньою межею A, якщо ∀a ∈ A a ≤ x;

2. найменшим елементом A, якщо x ∈ A ∧ ∀a ∈ A x ≤ a;

3. точною верхньою межею A (або супремумом A), якщо x є найменшим

елементом множини всiх верхнiх меж A.

Означення 2.1.2 ([134]). Пiдмножина A ⊆ X буде називатись

1. ланцюгом (в (X,≤)), якщо ∀x, y ∈ A (x ≤ y ∨ y ≤ x);

2. спрямованою множиною, якщо кожна скiнченна пiдмножина A має верхню

межу (або A 6= ∅ i кожна пара елементiв A має верхню межу);

3. замкненою множиною (в (X,≤)), якщо для кожного непорожнього ланцюга

C в (X,≤), якщо C має точну верхню межу x ∈ X i C ⊆ A, то x ∈ A.

Означення 2.1.3 ([134]). Передвпорядкована множина (X,≤) називається строго

iндуктивною, якщо кожний непорожнiй ланцюг у (X,≤) має точну верхню межу.

Зауваження 2.1.1. Наприклад, повна частково впорядкована множина [174, 134] є

строго iндуктивною передвпорядкованою множиною.

Означення 2.1.4. АПС (X,→) є
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1. строго iндуктивною (тут термiн “строго iндуктивна” запозичено з [134]),

якщо (X,→∗), що розглядається як передвпорядкована множина, є строго

iндуктивною;

2. ациклiчною [32], якщо для кожних x, y ∈ X , якщо x→+ y, то x 6= y.

Зауваження 2.1.2. У [108] iндуктивна АПС визначається як АПС, у якiй для

кожної послiдовностi редукцiй x1 → x2 → ... iснує x ∈ X , такий, що xn →∗ x

для всiх n. В загальному випадку, ця умова є слабшою, нiж умова, що (X,→∗)

є строго iндуктивною передвпорядкованою множиною: строго iндуктивна АПС

є iндуктивною у згаданому вище значеннi, але обернене твердження може не

виконуватись.

Приклад 2.1.1. Нехай (X,→) = ([0, 1], < ∩ ([0, 1] × [0, 1])), де [0, 1] є дiйсним

промiжком, < є звичайним строгим порядком на дiйсних числах. Тодi (X,→) є

строго iндуктивною АПС. Крiм того, (X,→) є ациклiчною.

2.1.3. Головнi результати пiдроздiлу

Теорема 2.1.1. Нехай (X,→) є ациклiчною строго iндуктивною АПС, такою, що

множина всiх її незвiдних елементiв є не бiльш нiж злiченною. Тодi (X,→) є

конфлюентною тодi i тiльки тодi, коли (X,→) є локально конфлюентною.

Доведення. Слiд зауважити, що будь-яка конфлюентна АПС є локально конфлю-

ентною, тому достатньо показати, що якщо (X,→) є локально конфлюентною, то

(X,→) є конфлюентною.

Припустимо, що АПС (X,→) є локально конфлюентною. Оскiльки АПС

(X,→) є ациклiчною, то вiдношення →∗ на X є антисиметричним: якщо x→∗ y i

y →∗ x, то x = y (в iншому випадку, x →+ x, що суперечить умовi ациклiчностi).

Тодi (X,→∗) є не лише передвпорядкованою множиною, а є частково впорядкова-

ною множиною. Введемо такi позначення:

– IR є множиною всiх незвiдних елементiв (X,→);

– NF (x), де x ∈ X , є множиною всiх нормальних форм x;

– ND є множиною всiх x ∈ X , таких, що множина NF (x) мiстить принаймнi

два рiзнi елементи.

Доведемо, що (X,→) є слабко нормалiзуючою АПС. Нехай x ∈ X i U =

{y ∈ X | x →∗ y}. Оскiльки (X,→) є строго iндуктивною ациклiчною АПС,

множина U , що розглядається як породжена частково впорядкована пiдмножина
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(X,→∗), є непорожньою iндуктивною частково впорядкованою множиною [134]

(тобто непорожньою частково впорядкованою множиною, де кожний непорожнiй

ланцюг має верхню межу). Тодi за лемою Цорна, U має деякий максимальний

елемент ymax вiдносно порядку →∗ ∩(U × U). Такий ymax є також максимальним

у частково впорядкованiй множинi (X,→∗), тому ymax ∈ IR (оскiльки (X,→) є

ациклiчною) i x →∗ ymax, звiдки ymax ∈ NF (x). Оскiльки x ∈ X є довiльним

елементом, то АПС (X,→) є слабко нормалiзуючою.

Тепер доведемо, для кожних елементiв x ∈ ND i b ∈ IR iснує елемент

y ∈ ND, такий, що x →∗ y i b /∈ NF (y). Позначимо U = {y ∈ X | x →∗ y} i

D = {y ∈ U | y →∗ b}. Позначимо як ≤ вiдношення →∗ ∩(U × U). Тодi (U,≤)

є (непорожньою) породженою частково впорядкованою пiдмножиною (X,→∗).

Зафiксуємо елементи x ∈ ND, b ∈ IR i розглянемо такi два випадки.

Випадок 1: умова x →∗ b не виконується. Тодi для y = x маємо y ∈ ND,

x→∗ y i b /∈ NF (y).

Випадок 2: умова x →∗ b виконується. Оскiльки x ∈ ND, множина

NF (x)\{b} є непорожньою. Нехай m є деяким елементом NF (x)\{b}. Тодi ма-

ємо x →∗ m, тому m ∈ U . Слiд зауважити, що m /∈ D, оскiльки, в iншому ви-

падку, m →∗ b, а також m ∈ IR, звiдки m = b, що суперечить тому факту, що

m ∈ NF (x)\{b}. Таким чином, m ∈ U\D. Нехай E = D ∩ {y ∈ X | y →∗ m}. Тодi

E є замкненою пiдмножиною у частково впорядкованiй множинi (U,≤) (у сенсi

означення 2.1.2). Крiм того, x ∈ E (оскiльки x →∗ b i x →∗ m), тому E 6= ∅.

Тодi (E,≤ ∩(E × E)) є непорожньою iндуктивною частково впорядкованою мно-

жиною (кожний непорожнiй ланцюг має верхню межу), тому за лемою Цорна, E

має максимальний елемент xmax вiдносно порядку ≤ ∩(E × E). Тодi xmax ∈ E,

тому xmax →∗ b i xmax →∗ m. Тодi маємо xmax 6= b i xmax 6= m, оскiльки, в iншому

випадку виконується b→∗ m або m→∗ b, звiдки b = m, оскiльки b ∈ IR i m ∈ IR,

що суперечить тому факту, що m ∈ NF (x)\{b}. Тодi xmax →+ b i xmax →+ m,

тому iснують елементи e1, e2 ∈ X , такi, що xmax → e1 →∗ b i xmax → e2 →∗ m.

Оскiльки (X,→) є локально конфлюентною АПС, то iснує елемент d ∈ X , такий,

що e1 →∗ d i e2 →∗ d.

Доведемо, що e2 ∈ ND. Припустимо, що e2 /∈ ND. Слiд зауважити, що

e2 →∗ m i m ∈ IR, тому m ∈ NF (e2). Оскiльки (X,→) є слабко нормалiзуючою

АПС (як було показано вище) i e2 /∈ ND, то NF (e2) є одноелементною множиною,

тому NF (e2) = {m}. Крiм того, e2 →∗ d i NF (d) 6= ∅, тому m ∈ NF (d).
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Тодi x →∗ xmax → e1 →∗ b i e1 →∗ d →∗ m, тому e1 ∈ E. Тодi xmax ≤ e1 i

e1 ∈ E. Оскiльки xmax є максимальним елементом в E вiдносно ≤ ∩E ×E, маємо

xmax = e1. Тодi xmax → xmax i маємо суперечнiсть з припущенням теореми про те,

що (X,→) є ациклiчною АПС.

Таким чином, e2 ∈ ND. Тепер доведемо, що b /∈ NF (e2).

Припустимо, що b ∈ NF (e2). Тодi x →∗ xmax → e2 →∗ b i e2 →∗ m, тому

e2 ∈ E. Тодi xmax ≤ e2 i e2 ∈ E. Оскiльки xmax є максимальним елементом в E

вiдносно ≤ ∩E × E, маємо xmax = e2. Тодi xmax → xmax i маємо суперечнiсть з

припущенням теореми про те, що (X,→) є ациклiчною АПС.

Слiд зауважити, що x→∗ xmax → e2, тому iснує елемент y = e2 ∈ ND, такий,

що x →∗ y i b /∈ NF (y). Тому можна зробити висновок, що дiйсно, для кожних

x ∈ ND i b ∈ IR iснує елемент y ∈ ND, такий, що x→∗ y i b /∈ NF (y).

Тепер доведемо вiд супротивного, що ND = ∅. Припустимо, що ND 6= ∅.

Тодi IR є непорожньою, не бiльш нiж злiченною множиною (за припущенням

теореми), тому IR є образом тотальної функцiї на множинi всiх невiд’ємних

цiлих чисел N0 = {0, 1, 2, ...}, тому iснує нескiнченна послiдовнiсть fn ∈ X ,

n = 0, 1, 2, ..., така, що IR = {fi | i ∈ N0} (слiд зауважити, що елементи у

послiдовностi fn , n = 0, 1, 2, ... можуть повторюватись). Як було показано вище,

для кожних елементiв x ∈ ND i b ∈ IR iснує елемент y ∈ ND, такий, що x →∗ y

i b /∈ NF (y). Тодi для кожних елементiв x ∈ ND i i ∈ N0 iснує елемент y ∈ ND,

такий, що x →∗ y i fi /∈ NF (y). Тодi оскiльки ND 6= ∅, за аксiомою залежного

вибору iснує нескiнченна послiдовнiсть gn ∈ ND, n = 0, 1, 2, ..., така, що для

кожного iндексу n = 0, 1, 2, ... виконується gn →∗ gn+1 i fn /∈ NF (gn+1). Тодi

множина {gn |n ∈ N0} є непорожнiм ланцюгом у частково впорядкованiй множинi

(X,→∗), тодi вона має точну верхню межу в (X,→∗), оскiльки (X,→) є строго

iндуктивною АПС. Позначимо як u точну верхню межу множини {gn |n ∈ N0}

у частково впорядкованiй множинi (X,→∗). Як було показано вище, (X,→) є

слабко нормалiзуючою АПС, тому NF (u) 6= ∅. Нехай m є деяким елементом

NF (u). Тодi m ∈ IR, тому iснує iндекс k ∈ N0, такий, що m = fk. Слiд

зауважити, що gk+1 →∗ u (оскiльки u є верхньою межею множини {gn |n ∈ N0}) i

u →∗ m, тому gk+1 →∗ m. Тодi m ∈ NF (gk+1), оскiльки m ∈ IR. З iншого боку,

m = fk /∈ NF (gk+1) за визначенням послiдовностi gn, n = 0, 1, 2, ..., тому маємо

суперечнiсть: m ∈ NF (gk+1) i m /∈ NF (gk+1). Таким чином, припущення ND 6= ∅

є хибним, звiдки робимо висновок, що ND = ∅.
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Оскiльки ND = ∅, кожний елемент x ∈ X має не бiльш як одну нормальну

форму в АПС (X,→). Як було показано вище, (X,→) є слабко нормалiзуючою

АПС, тому кожний елемент x ∈ X має рiвно одну нормальну форму. З цього

безпосередньо випливає, що АПС (X,→) є конфлюентною.

Наслiдок 2.1.1. Нехай (X,→) є ациклiчною строго iндуктивною АПС, де кожний

елемент має не бiльш нiж злiченну множину нормальних форм. Тодi (X,→) є

конфлюентною тодi i тiльки тодi, коли (X,→) є локально конфлюентною.

Доведення. Будь-яка конфлюентна АПС є локально конфлюентною, тому доста-

тньо показати, що якщо (X,→) є локально конфлюентною, то (X,→) є конфлю-

ентною. Припустимо, що АПС (X,→) є локально конфлюентною.

Нехай a, b, c ∈ X , a→∗ b, i a→∗ c. Нехай U = {u ∈ X | a→∗ u}. З визначень

випливає, що (U,→ ∩(U × U)) є ациклiчною строго iндуктивною локально кон-

флюентною АПС, де кожний незвiдний елемент є нормальною формою елементу

a в (X,→). Оскiльки множина нормальних форм a в (X,→) є не бiльш нiж злiчен-

ною, то АПС (U,→ ∩(U×U)) є конфлюентною за теоремою 2.1.1. Слiд зауважити,

що a, b, c ∈ U , тому iснує елемент d ∈ U ⊆ X , такий, що (b, d) i (c, d) належать

рефлексивно-транзитивному замиканню → ∩(U × U), тому b→∗ d i c→∗ d.

Отже, можна зробити висновок, що (X,→) є конфлюентною АПС.

Наслiдок 2.1.2. Нехай (X,→) є злiченною ациклiчною АПС, такою, що для кожної

нескiнченної послiдовностi редукцiй x1 → x2 → x3 → ... множина {x1, x2, x3, ...}

має точну верхню межу у частково впорядкованiй множинi (X,→∗). Тодi (X,→)

є конфлюентною АПС тодi i тiльки тодi, коли (X,→) є локально конфлюентною.

Доведення. Слiд зауважити, що оскiльки (X,→) є ациклiчною, то (X,→∗) є дiйсно

частково впорядкованою множиною (є не лише передвпорядкованою множиною).

Перевiримо, що (X,→) є строго iндуктивною АПС. Нехай C є непорожнiм

ланцюгом у частково впорядкованiй множинi (X,→∗). Нехай c0 є деяким елемен-

том C (вiн iснує, оскiльки ланцюг C є непорожнiм). Нехай →C є бiнарним вiдно-

шенням на C, таким, що для кожних елементiв x, y ∈ C, x→C y тодi i тiльки тодi,

коли x →∗ y (слiд вiдмiтити, що →∗ розглядається як бiнарне вiдношення на X).

Слiд зауважити, що АПС (C,→C) має властивiсть алмазу (англ. diamond property

[133]), оскiльки з припущення про те, що a, b, c ∈ C, a →C b i a →C c випливає,

що b →∗ c або c →∗ b (оскiльки C є ланцюгом у частково впорядкованiй множи-

нi (X,→∗)), i в обох випадках iснує елемент d ∈ {c, b} ⊆ C, такий, що b →C d
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i c →C d. Також, (C,→C) є не бiльш нiж злiченною АПС, оскiльки (X,→) є не

бiльш нiж злiченною АПС. Оскiльки будь-яка АПС з властивiстю алмазу є конфлю-

ентною [133] i будь-яка не бiльш нiж злiченна конфлюентна АПС має властивiсть

кофiнальностi [31], то АПС (C,→C) має властивiсть кофiнальностi. З цього випли-

ває, що для (вищезгаданого) елементу c0 iснує скiнченна або нескiнченна послi-

довнiсть редукцiй c0 →∗ c1 →∗ c2 →∗ ..., де ci ∈ C для всiх i, така, що для кожного

елементу c ∈ C, якщо c0 →∗ c, то c→∗ ck для деякого iндексу k. З цього випливає,

що для кожного елементу c ∈ C iснує iндекс k, такий, що c →∗ ck, оскiльки C є

ланцюгом в (X,→∗). Позначимо A = {c1, c2, c3, ...}. Тодi iснує непорожня скiнчен-

на або нескiнченна послiдовнiсть редукцiй x1 → x2 → x3 → ..., де xi ∈ X для

всiх i, така, що A ⊆ {x1, x2, x3, ...} i для кожного елементу x ∈ {x1, x2, x3, ...} iснує

елемент c ∈ A, такий, що x→∗ c. Позначимо B = {x1, x2, x3, ...}. Тодi для кожного

елементу c ∈ C iснує елемент y ∈ A ⊆ B, такий, що c→∗ y.

Слiд зауважити, що якщо множина B є скiнченною, то вона є непорожнiм

скiнченним ланцюгом у частково впорядкованiй множинi (X,→∗), тому вона має

найбiльший елемент, який є її точною верхньою межею, а якщо B є нескiнченною

множиною, то x1 → x2 → x3 → ... є нескiнченною послiдовнiстю редукцiй,

тому B має точну верхню межу у частково впорядкованiй множинi (X,→∗) за

припущенням даного наслiдку. Таким чином, у будь-якому випадку, iснує елемент

u ∈ X , такий, що u є точною верхньою межею множини B в (X,→∗). Слiд

зауважити, що u є верхньою межею C в (X,→∗), оскiльки для кожного елементу

c ∈ C iснує елемент y ∈ B, такий, що c →∗ y i y →∗ u. Крiм того, u є точною

верхньою межею C, оскiльки якщо x є верхньою межею C в (X,→∗), то для

кожного елементу y ∈ B iснує елемент c ∈ A ⊆ C, такий, що y →∗ c→∗ x, тому x

є верхньою межею B в (X,→∗), звiдки u→∗ x. Таким чином, C має точну верхню

межу у (X,→∗).

Отже, (X,→) є строго iндуктивною АПС. Крiм того, вона є ациклiчною за

припущенням. Оскiльки (X,→) є не бiльш нiж злiченною АПС, множина X є не

бiльш нiж злiченною, тому множина незвiдних елементiв у (X,→) є не бiльш нiж

злiченною. Тодi за теоремою 2.1.1, (X,→) є конфлюентною тодi i тiльки тодi, коли

(X,→) є локально конфлюентною.

Контрприклад Хiндлi [56, рисунок 6b] показує, що припущення про ациклi-
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чнiсть не може бути видаленим з формулювання теореми 2.1.1 – наприклад, АПС

({0, 1, 2, 3}, {(1, 0), (2, 3), (1, 2), (2, 1)})

є строго iндуктивною, має скiнченну множину незвiдних елементiв, є локально

конфлюентною, але не є конфлюентною.

Наведений нижче результат показує, що припущення про злiченнiсть також

не може бути видаленим з формулювання теореми 2.1.1. Вiдповiдна АПС проiлю-

стрована на рисунку 2.1. Нижче вона буде називатись посиленим контрприкладом

Ньюмана, оскiльки звичайний контрприклад Ньюмана [56, рисунок 6a] є iндуктив-

ним, але не є строго iндуктивним.

Рисунок 2.1 — Iлюстрацiя посиленого контрприкладу Ньюмана, описаного у

теоремi 2.1.2 – прикладу ациклiчної, строго iндуктивної, локально конфлюентної

АПС, що не є конфлюентною. Слiд зауважити, що показанi тiльки деякi елементи

i кроки редукцiї. На вiдмiну вiд звичайного контрприкладу Ньюмана [56, рисунок

6a], множина елементiв посиленого контрприкладу Ньюманає є незлiченною. Той

факт, що множина елементiв даної АПС є незлiченною є важливим, оскiльки з

теореми 2.1.1 випливає, що кожна злiченна ациклiчна строго iндуктивна локально

конфлюентна АПС є конфлюентною.

Теорема 2.1.2. Нехай P = R × R × (ω + 1), де R є множиною дiйсних чисел,

ω є першим нескiнченним ординалом. Нехай → є бiнарним вiдношенням на P ,
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таким, що (x, y, n) → (x′, y′,m) тодi i тiльки тодi, коли одна з таких двох умов

виконується:

1. n < ω ∧m = n+ 1 ∧ |x′ − x| < y′/2m ∧ 0 < y′ < y;

2. n < ω ∧m = ω ∧ x′ = x ∧ 0 = y′ < y.

Тодi (P,→) є ациклiчною, строго iндуктивною, локально конфлюентною

АПС, що не є конфлюентною.

Доведення. Оскiльки з умови (x, y, n) → (x′, y′,m) випливає, що n < m, то

вiдношення (x, y, n) →+ (x, y, n) не виконується для жодного (x, y, n) ∈ P , тому

АПС (P,→) є ациклiчною.

З визначення вiдношення→ випливає, що (x, y, n)→+ (x′, y′,m) виконується

тодi i тiльки тодi, коли виконується або умова

n < ω ∧m < ω ∧ n < m ∧ |x′ − x| < y/2n − y/2m−1 + y′/2m ∧ 0 < y′ < y , (2.2)

або умова

n < ω ∧m = ω ∧ |x′ − x| < y/2n ∧ 0 = y′ < y. (2.3)

Тодi АПС (P,→) не є конфлюентною, оскiльки якщо a = (0, 2, 0), b = (−1, 0, ω),

c = (1, 0, ω), то a →+ b i a →+ c за властивiстю (2.3), однак, за визначенням →,

елементи b i c є незвiдними, i оскiльки вони рiзнi, вiдношення b →∗ d i c →∗ d не

можуть одночасно виконуватись для жодного елементу d ∈ P .

Перевiримо, що АПС (P,→) є локально конфлюентною.

Нехай a = (x1, y1, n), b = (x2, y2,m), c = (x3, y3, k) ∈ P є такими елементами,

що a → b i a → c. Тодi з визначення вiдношення → випливає, що n < ω. Нехай

d = (x1, 0, ω). Розглянемо такi два випадки.

– Якщо m < ω, то |x2 − x1| < y2/2
m i y2 > 0, оскiльки (x1, y1, n) = a → b =

(x2, y2,m), звiдки b = (x2, y2,m)→+ (x1, 0, ω) = d за властивiстю (2.3).

– Якщо m = ω, то x2 = x1 i y2 = 0, оскiльки (x1, y1, n) = a→ b = (x2, y2,m),

звiдки b = (x2, y2,m) = (x1, 0, ω) = d.

В обох випадках маємо b→∗ d. Аналогiчно, розглянемо такi два випадки.

– Якщо k < ω, то |x3 − x1| < y3/2
k i y3 > 0, оскiльки (x1, y1, n) = a → c =

(x3, y3, k), звiдки c = (x3, y3, k)→+ (x1, 0, ω) = d за (2.3).

– Якщо k = ω, то x3 = x1 i y3 = 0, оскiльки (x1, y1, n) = a → c = (x3, y3, k),

звiдки c = (x3, y3, k) = (x1, 0, ω) = d.

В обох випадках маємо c→∗ d. Таким чином, умови b→∗ d i c→∗ d виконуються.
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Оскiльки a, b, c є довiльними елементами, можемо зробити висновок, що

(P,→) є локально конфлюентною АПС.

Тепер перевiримо, що АПС (P,→) є строго iндуктивною. Нехай C є непоро-

жнiм ланцюгом у частково впорядкованiй множинi (P,→∗) i нехай

N = {n < ω | ∃x ∃y (x, y, n) ∈ C}.

Розглянемо три випадки.

Випадок 1: iснують елементи x1, y1 ∈ R, такi, що (x1, y1, ω) ∈ C. Тодi,

враховуючи властивостi (2.2), (2.3), маємо, що (x1, y1, ω) є найбiльшим елементом

в ланцюгу C вiдносно →∗, тому це є точна верхня межа C в (P,→∗).

Випадок 2: множина N є скiнченною i (x, y, ω) /∈ C для всiх x, y ∈ R. Тодi

множина N є непорожньою (оскiльки C є непорожнiм ланцюгом). Нехай km є

найбiльшим елементом N i x1, y1 ∈ R є такими елементами, що (x1, y1, km) ∈ C.

Тодi, враховуючи властивостi (2.2), (2.3), маємо, що (x1, y1, km) є найбiльшим

елементом в ланцюгу C вiдносно →∗, тому це є точна верхня межа C в (P,→∗).

Випадок 3: множина N нескiнченною i (x, y, ω) /∈ C для всiх x, y ∈ R. Нехай

Y = {y ∈ R | ∃x ∃n < ω (x, y, n) ∈ C}.

Слiд зауважити, що якщо k0 є найменшим елементом множини N , а x0, y0 є такими,

що (x0, y0, k0) ∈ C, то y ≤ y0 для всiх y ∈ Y . З цього випливає, що множина Y або

порожня, або обмежена згори. Тодi нехай ym є додатним дiйсним числом, таким,

що y ≤ ym для всiх y ∈ Y . З цього випливає, що якщо n < ω, m < ω, (x, y, n) ∈ C

i (x, y, n)→+ (x′, y′,m), то виконується така нерiвнiсть:

|x′−x| < y/2n−y/2m−1+y′/2m ≤ y/2n−y/2m = y(1/2n−1/2m) ≤ ym(1/2
n−1/2m).

Тодi оскiльки C є ланцюгом в (P,→∗), наведена нижче нерiвнiсть виконується для

всiх елементiв (x, y, n), (x′, y′,m) ∈ C, таких, що n < ω i m < ω:

|x′ − x| ≤ ym|1/2
n − 1/2m|.

Зафiксуємо деяку бiєкцiю f : N0 → N , де N0 = {0, 1, 2, ...} є множиною

невiд’ємних цiлих чисел (така бiєкцiя iснує, оскiльки N є нескiнченною i не бiльш

нiж злiченною множиною). Слiд зауважити, що з визначення N випливає, що для
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кожного числа i ∈ N0 множина {x ∈ R | ∃y ∈ R (x, y, f(i)) ∈ C} є непорожньою.

Тодi зафiксуємо деяку функцiю g : N0 → R, таку, що для кожного числа i ∈ N0
iснує число y ∈ R, таке, що (g(i), y, f(i)) ∈ C.

Перевiримо, що g(0), g(1), g(2), ... є фундаментальною послiдовнiстю дiйсних

чисел. Нехай ε є додатним дiйсним числом (ε > 0). Слiд зауважити, що множина

{i ∈ N0 | f(i) ≤ 2ym/ε} є скiнченною, тому iснує деяке натуральне число M , таке,

що для всiх i ∈ N0 з умови f(i) ≤ 2ym/ε випливає, що i < M . Крiм того, якщо

i, j ∈ N0 i i > M , j > M , то iснують числа y, y′ ∈ R, такi, що

(g(i), y, f(i)) ∈ C ∧ (g(j), y′, f(j)) ∈ C,

де f(i) < ω i f(j) < ω, тому

|g(j)− g(i) ≤ ym|1/2
f(i) − 1/2f(j)| ≤ ymmax{1/2

f(i), 1/2f(j)} ≤ ymε/(2ym) < ε.

Оскiльки ε > 0 є довiльним, можемо зробити висновок, що g(0), g(1), g(2), ...

є фундаментальною послiдовнiстю дiйсних чисел. Тодi послiдовнiсть

g(0), g(1), g(2), ... є збiжною в R i має границю, яку позначимо як xs.

Перевiримо, що (xs, 0, ω) є точною верхньою межею ланцюга C.

Спочатку, перевiримо, що (xs, 0, ω) є верхньою межею C в (P,→∗).

Нехай (x, y, n) ∈ C. З припущення випадку 3 випливає, що n < ω. Тодi n ∈ N .

Оскiльки множина N є нескiнченною, то iснує деякий елемент m ∈ N , такий, що

m > n. Нехай x′, y′ ∈ R є такими елементами, що (x′, y′,m) ∈ C. Оскiльки C

є ланцюгом в (P,→∗) i m > n, маємо (x, y, n) →+ (x′, y′,m). Тодi 0 < y′ < y.

Слiд зауважити, що множина {i ∈ N0 | f(i) ≤ m} є скiнченною, тому iснує деяке

натуральне число M , таке, що для кожного i ∈ N0, якщо f(i) ≤ m, то i < M .

Перевiримо, що для кожного числа i ∈ N0, якщо i ≥M , то |g(i)−x′| ≤ y′/2m.

Нехай i ∈ N0 i i ≥ M . Тодi f(i) > m. Оскiльки f(i) ∈ N , то iснує число

y0 ∈ R, таке, що (g(i), y0, f(i)) ∈ C. Оскiльки C є ланцюгом в (P,→∗) i f(i) > m,

маємо (x′, y′,m)→+ (g(i), y0, f(i)). Тодi з властивостi (2.2) випливає, що f(i) ≥ 1,

0 ≤ y0 ≤ y′ i

|g(i)− x′| < y′/2m − y′/2f(i)−1 + y0/2
f(i).

Слiд зауважити, що

y0/2
f(i) ≤ 2y′/2f(i) = y′/2f(i)−1,
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тому |g(i)−x′| ≤ y′/2m. Таким чином, якщо i ≥M , то нерiвнiсть |g(i)−x′| ≤ y′/2m

виконується. Тодi нерiвнiсть

x′ − y′/2m ≤ g(i) ≤ x′ + y′/2m

виконується для всiх цiлих чисел i ≥ M , тому границя xs послiдовностi

g(0), g(1), g(2), ... задовольняє нерiвнiсть

x′ − y′/2m ≤ xs ≤ x′ + y′/2m.

Крiм того, оскiльки (x, y, n)→+ (x′, y′,m), то з властивостi (2.2) маємо:

|x′ − x| < y/2n − y/2m−1 + y′/2m.

Тодi оскiльки y′ < y, то маємо

|xs − x| ≤ |xs − x
′|+ |x′ − x| < y′/2m + y/2n − y/2m−1 + y′/2m ≤ y/2n.

Тодi |x′ −x| < y/2n, а також y > 0, тому з властивостi (2.3) маємо, що виконується

вiдношення (x, y, n)→+ (xs, 0, ω).

Оскiльки (x, y, n) ∈ C є довiльним елементом, можемо зробити висновок, що

(xs, 0, ω) є верхньою межею ланцюга C.

Тепер перевiримо, що (xs, 0, ω) є найменшою з верхнiх меж C в (P,→∗).

Нехай (x1, y1, l) ∈ P є верхньою межею ланцюга C в (P,→∗). Тодi n ≤ l

для всiх n ∈ N , а оскiльки множина N є нескiнченною, вона не обмежена

згори жодним натуральним числом, тому l = ω. Тодi, оскiльки C є непорожнiм

ланцюгом, з властивостi (2.3) випливає, що y1 = 0 i для всiх (x, y, n) ∈ C

виконується |x1 − x| < y/2n.

Перевiримо, що x1 є границею послiдовностi g(0), g(1), g(2), ... . Нехай ε є до-

датним дiйсним числом. Оскiльки множина {i ∈ N0 | f(i) ≤ 2ym/ε} є скiнченною,

то iснує натуральне число M , таке, що для кожного i ∈ N0 з умови f(i) ≤ 2ym/ε

випливає i < M . Крiм того, якщо i ∈ N0 i i ≥ M , то iснує число y ∈ R, таке, що

(g(i), y, f(i)) ∈ C, де f(i) < ω, тому y ∈ Y i |x1 − g(i)| < y/2f(i) ≤ ymε/(2ym) < ε.

Оскiльки значення ε > 0 є довiльним, то x1 є границею послiдовностi

g(0), g(1), g(2), ..., а оскiльки ця послiдовнiсть збiгається до xs, то маємо x1 = xs

i (x1, y1, l) = (xs, 0, ω). Оскiльки (x1, y1, l) є довiльним елементом, то можемо
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зробити висновок, що (xs, 0, ω) є точною верхньою межею ланцюга C в (P,→∗).

Оскiльки ланцюг C є довiльним, то АПС (P,→) є строго iндуктивною.

Слiд зауважити, що в АПС (P,→), що описана у формулюваннi теореми

2.1.2, звiднi елементи мають вигляд (x, y, n), де y > 0 i n < ω, а з властивостей

(2.2), (2.3) у доведеннi теореми 2.1.2 випливає, що для будь-якого звiдного еле-

менту (x, y, n) множиною його нормальних форм є {(x′, 0, ω) | |x′ − x| < y/2n}.

Проекцiя цiєї множини на першу координату є дiйсним промiжком (як проiлюстро-

вано на рисунку 2.2). Наведений нижче результат узагальнює цей факт (теорема

2.1.3 нижче).

Для будь-якої передвпорядкованої множини (P,≤) i A ⊆ P будемо називати

замиканням вниз множини A в (P,≤) множину

{y ∈ P | ∃a ∈ A y ≤ a}.

Для будь-якої АПС (X,→) будемо казати, що топологiя T на множинi всiх

незвiдних елементiв (X,→) сумiсна вниз iз АПС (X,→), якщо для будь-якої

множини незвiдних елементiв A, що є замкненою в сенсi топологiї T , замикання

вниз множини A у передвпорядкованiй множинi (X,→∗) є замкненим у сенсi

означення 2.1.2.

Рисунок 2.2 — Iлюстрацiя множини нормальних форм звiдного елементу

посиленого контрприкладу Ньюмана, описаного у теоремi 2.1.2.
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Рисунок 2.3 — Iлюстрацiя до теореми 2.1.3. Якщо АПС (X,→) є ациклiчною,

строго iндуктивною, локально конфлюентною (але не обов’язково є злiченною

або конфлюентною), то для будь-якої топологiї T на множинi незвiдних елементiв

(X,→), що є сумiсною вниз iз (X,→), i для будь-якого елементу x ∈ X , множина

нормальних форм x, проiлюстрована на рисунку як крива лiнiя, є зв’язною

множиною у сенсi топологiї T .

Теорема 2.1.3. Нехай (X,→) є ациклiчною строго iндуктивною локально конфлю-

ентною АПС, а T є топологiєю на множинi всiх незвiдних елементiв (X,→), що є

сумiсною вниз iз (X,→). Тодi для кожного елементу x ∈ X множина всiх нормаль-

них форм x в (X,→) є зв’язною множиною в топологiчному просторi (IR, T ), де

IR є множиною всiх незвiдних елементiв АПС (X,→).

Доведення. Будемо позначати як IR множину всiх незвiдних елементiв (X,→).

Для кожного елементу x ∈ X введемо такi позначення:

– U(x) = {y ∈ X | x→∗ y};

– U→∗(x) є частково впорядкованою множиною (U(x),→∗ ∩(U(x)× U(x)));

– NF (x) є множиною всiх нормальних форм x в (X,→).

Оскiльки (X,→) є ациклiчною строго iндуктивною АПС, то, використовуючи

тi ж мiркування, що були використанi в доведеннi теореми 2.1.1 (за допомогою

леми Цорна), маємо, що АПС (X,→) є слабко нормалiзуючою.

Зафiксуємо x ∈ X . Слiд зауважити, що NF (x) 6= ∅. Припустимо, що NF (x)

не є зв’язною множиною в топологiчному просторi (IR, T ). Тодi iснують множини

O1, O2 ⊆ IR, що є вiдкритими у сенсi топологiї T i що задовольняють такi умови:

NF (x) ⊆ O1 ∪O2, O1 ∩O2 ∩NF (x) = ∅, O1 ∩NF (x) 6= ∅ i O2 ∩NF (x) 6= ∅.

Нехай A = NF (x)\O1 i B = NF (x)\O2. Тодi A ∪ B = NF (x), A ∩ B = ∅,

A 6= ∅ i B 6= ∅. Слiд зауважити, що NF (x) ⊆ U(x), тому A,B ⊆ U(x).
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Нехай D1 є замиканням вниз множини A в U→∗(x), а D2 є замиканням вниз

множини B в U→∗(x).

Оскiльки T є сумiсною вниз iз АПС (X,→), то замикання вниз множин

IR\O1 та IR\O2 в (X,→∗) є замкненими в (X,→∗) (у сенсi означення 2.1.2).

Тодi D1 i D2 є замкненими в U→∗(x) (у сенсi означення 2.1.2).

Оскiльки x ∈ U(x), A,B ⊆ NF (x) i A, B 6= ∅, то маємо x ∈ D1 i x ∈ D2,

тому D1 ∩D2 6= ∅. При цьому, має мiсце рiвнiсть D1 ∩D2 ∩ NF (x) = ∅, оскiльки

для кожного елементу y ∈ D1 ∩ D2 ∩ NF (x) виконуються умови NF (y) = {y},

NF (y) ∩ A 6= ∅ та NF (y) ∩B 6= ∅, звiдки випливає суперечнiсть y ∈ A ∩B = ∅.

Як було зазначено вище, АПС (X,→) є слабко нормалiзуючою, тому для

кожного елементу y ∈ U(x) маємо NF (y) 6= ∅, а також NF (y) ⊆ NF (x) = A ∪ B,

тому NF (y) ∩ A 6= ∅ або NF (y) ∩ B 6= ∅, звiдки y ∈ D1 ∪ D2. Таким чином,

U(x) ⊆ D1 ∪D2, а також D1, D2 ⊆ U(x), звiдки D1 ∪D2 = U(x).

Слiд зауважити, що виконується рiвнiсть A ∩D2 = ∅, оскiльки якщо y ∈ D2,

то iснує елемент b ∈ B, такий, що y →∗ b, тому якщо y є незвiдним у (X,→), то

y = b /∈ A (оскiльки A ∩B = ∅), а якщо y є звiдним у (X,→), то y /∈ A.

Аналогiчно, маємо B ∩D1 = ∅.

Визначимо бiнарне вiдношення ≤′ на U(x), таке, що для всiх y1, y2 ∈ U(x):

y1 ≤
′ y2 ⇔ (y1 →

∗ y2 ∨ (y1 ∈ D1 ∧ y2 ∈ A) ∨ (y1 ∈ D2 ∧ y2 ∈ B)).

Використовуючи тi факти, що D1, D2 є замкненими множинами, A ∩D2 = ∅,

B ∩ D1 = ∅ i (X,→) є строго iндуктивною АПС, маємо, що ≤′ є передпорядком

на множинi U(x) i, крiм того, кожний непорожнiй ланцюг у передвпорядкованiй

множинi (U(x),≤′) має точну верхню межу.

Зафiксуємо деякi елементи a0 ∈ A, b0 ∈ B (такi елементи iснують, оскiльки

A,B 6= ∅). Слiд зауважити, що для всiх y ∈ U(x) має мiсце y ≤′ a0 або y ≤′ b0.

Нехай D = {y ∈ U(x) | y ≤′ a0 ∧ y ≤′ b0}. Тодi D є замкненою

множиною в (U(x),≤′) у сенсi означення 2.1.2 i D 6= ∅, оскiльки x ∈ D. Тодi

оскiльки (U(x),≤′) має точну верхню межу для кожного непорожнього ланцюга,

за допомогою леми Цорна (як у теоремi 2.1.1) можемо зробити висновок, що D має

деякий максимальний елемент вiдносно ≤′. Позначимо його як d. Тодi d ∈ U(x),

d ≤′ a0 i d ≤′ b0. Оскiльки вiдношення ≤′ визначається як диз’юнкцiя трьох умов

(y1 →∗ y2 ∨ (y1 ∈ D1 ∧ y2 ∈ A) ∨ (y1 ∈ D2 ∧ y2 ∈ B)), кон’юнкцiя d ≤′ a0 ∧ d ≤′ b0
може бути переписана у формi диз’юнкцiї 9-ти умов: d →∗ a0 ∧ d →∗ b0,
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(d ∈ D1 ∧ a0 ∈ A) ∧ d →∗ b0 i т.д. З визначень цих умов випливає, що у кожному

з цих випадкiв маємо суперечнiсть (наприклад, якщо d →∗ a0 ∧ d →∗ b0, то

за допомогою локальної конфлюентностi (X,→) можна отримати суперечнiсть з

максимальнiстю елементу d в множинi D вiдносно ≤′ як в аналогiчнiй ситуацiї

у доведеннi теореми 2.1.1). Тодi припущення про те, що NF (x) не є зв’язною

множиною в топологiчному просторi (IR, T ) є хибним.

Таким чином, множина всiх нормальних форм x в (X,→) є зв’язною множи-

ною в топологiчному просторi (IR, T ).

2.1.4. Формалiзацiя у системi iнтерактивного доведення теорем

Теореми 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 було формалiзовано в системi Isabelle/HOL [57].

Вiдповiдна формальна теорiя доступна за посиланням [84] i має назву NLNT.

Формулювання формалiзованого варiанту теореми 2.1.1 в [84] має такий

вигляд (тут символ σ позначає вiдношення редукцiї):

definition is_atmost_countable_set :: "’a set ⇒ bool"

("_ is AT MOST COUNTABLE")

where "(A is AT MOST COUNTABLE) ≡ (∃ f::’a ⇒ nat. (∀ x∈A. ∀ y∈A.

((f x = f y) −→ (x = y))))"

theorem thm_1:

— Theorem 1: An acyclic strictly inductive abstract rewriting system

— with at most countable set of irreducible elements

— is confluent if and only if it is locally confluent.

fixes X σ

assumes "X,σ is ACYCLIC ARS" and "X,σ is S.I.ARS"

and "{x∈X. x is IRREDUCIBLE in X,σ} is AT MOST COUNTABLE"

shows "(X,σ is CONFLUENT ARS) = (X,σ is L.CONFLUENT ARS)"

Позначення ACYCLIC ARS (ациклiчна АПС), S.I.ARS (строго iндуктивна

АПС), IRREDUCIBLE (незвiдний елемент), CONFLUENT ARS (конфлюентна АПС),

L.CONFLUENT ARS (локально конфлюентна АПС) визначенi в теорiї GNL [76], вiд

якої залежить теорiя NLNT [84].

Формулювання теореми 2.1.2 в NLNT [84] має такий вигляд:

theorem thm_2:
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— Theorem 2 (Strengthened Newman’s counterexample).

— This is an example of an acyclic, strictly inductive, locally confluent abstract rewriting

system that is not confluent.

fixes P::"(real × real × enat) set"

and σ::"(real × real × enat) ⇒ (real × real × enat) ⇒ bool"

assumes "P = {x::real. True} × {y::real. True} × {n::enat. True}"

and "∀ (x::real) (y::real) (n::enat) (x’::real) (y’::real)

(m::enat).

σ (x,y,n) (x’,y’,m) =

( ( n < ∞ ∧ m = n + 1 ∧ |x’-x | < y’/2^(the_enat m) ∧

0 < y’ ∧ y’ < y )

∨ ( n < ∞ ∧ m = ∞ ∧ x’ = x ∧ 0 = y’ ∧ y’ < y ) )"

shows "(P,σ is ACYCLIC ARS) ∧ (P,σ is S.I.ARS) ∧

(P,σ is L.CONFLUENT ARS) ∧ (¬ (P,σ is CONFLUENT ARS))"

Формулювання теореми 2.1.3 в NLNT [84] має такий вигляд:

definition is_dw_compatible :: "((’n::topological_space) ⇒ ’a) ⇒

’a set ⇒ (’a ⇒ ’a ⇒ bool) ⇒ bool"

("_ is DW-COMPATIBLE with _,_")

where

"(f is DW-COMPATIBLE with X,σ) ≡

( bij_betw f { n::’n. True } { x∈X. x is IRREDUCIBLE in X,σ }

∧ (∀ A::(’n set). closed A −→

({ y∈X. ∃ a∈A. σ^** y (f a) } is c-CLOSED in X,(σ^**))) )"

theorem thm_3:

— Theorem 3: given an acyclic strictly inductive locally confluent abstract rewriting

system and a topology on the set of all irreducible elements that is downward-compatible

with the system, the set of all normal forms of any element is a connected subset of the

space of irreducible elements.

fixes X::"’a set" and σ::"’a ⇒ ’a ⇒ bool" and

f::"’n::topological_space ⇒ ’a"

assumes "X,σ is ACYCLIC ARS" and "X,σ is S.I.ARS" and
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"X,σ is L.CONFLUENT ARS" and "f is DW-COMPATIBLE with X,σ"

shows "∀ x ∈ X. connected { n::’n. (f n) is N.F. of x in X,σ }"

Позначення c-CLOSED (замкнена пiдмножина у передвпорядкованiй множинi)

i N.F. (нормальна форма елементу) визначенi в теорiї GNL [76], вiд якої залежить

теорiя NLNT [84].

2.2. Узагальнена лема Ньюмана для строго iндуктивних переписуваль-

них систем

2.2.1. Попереднi зауваження

У даному пiдроздiлi пропонується узагальнення леми Ньюмана для всiх стро-

го iндуктивних АПС, що використовує топологiю на передвпорядкованiй множинi

(X,→∗), породженiй АПС (X,→), де →∗ позначає рефлексивно-транзитивне за-

микання вiдношення редукцiї →, у спосiб, подiбний до того, як вона використову-

ється у принципi вiдкритої iндукцiї Рауля [174]. Використовуючи запропонований

пiдхiд, буде отримано теорему 2.2.1 у пунктi 2.2.3, що надає необхiдну i достатню

умову конфлюентностi для класу АПС (X,→) таких, що (X,→∗) є строго iнду-

ктивною [134] передвпорядкованою множиною (кожний непорожнiй ланцюг має

точну верхню межу). Звичайна лема Ньюмана для термiнальних систем [145, 56]

може розглядатись як наслiдок даної теореми (наслiдок 2.2.1 з теореми 2.2.1).

Також, у даному пiдроздiлi буде надано опис формального доказу форма-

лiзованої версiї вищезазначеної теореми (узагальненої леми Ньюмана) у систе-

мi Isabelle/HOL [57, 151, 206]. Формальний доказ доступний за посиланням [76].

Слiд зауважити, що цей формальний доказ не заснований на прямому застосуваннi

принципу нетерової або вiдкритої iндукцiї. Однак, принцип нетерової iндукцiї i

(вiдповiдним чином адаптований) принцип вiдкритої iндукцiї можуть бути вико-

ристанi для опису пiдкласiв ациклiчних АПС, для яких узагальнена лема Ньюмана

може бути використана як критерiй конфлюентностi (твердження 2.2.1 i 2.2.2).

2.2.2. Допомiжнi означення та факти

Нижче наданi означення понять, необхiдних для формулювання та обгово-

рення головного результату пiдроздiлу. Означення i твердження, наведенi у цьому

пунктi та теорема 2.2.1 у пунктi 2.2.3 (головний результат пiдроздiлу) сформульо-

ванi природною мовою. Формалiзованi версiї означень, формулювання тверджень

2.2.1-2.2.11 i теореми 2.2.1 в Isabelle i тексти формальних доказiв доступнi за поси-
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ланням [76]. Формальнi тексти можуть бути перевiренi автоматично за допомогою

програмного забезпечення iнтерактивного доведення теорем Isabelle 2025 [57].

2.2.2.1. Принцип нетерової iндукцiї для АПС

Вiдомо [56, 133], що властивiсть термiнальностi АПС (X,→) може бути

охарактеризована за допомогою варiанту принципу нетерової iндукцiї. Даний

принцип iндукцiї може бути використаний для того, щоб довести, що деяка задана

властивiсть P (x) виконується для всiх x ∈ X [56].

Далi будемо використовувати варiант принципу нетерової iндукцiї, подiбний

до того, що наведений у [133, пункт 1.3.15], але будемо формулювати такий

принцип в екстенсiональнiй формi, припускаючи, що властивiсть P (x) подається

як x ∈ S, де S є множиною. Наведенi нижче означення використовують термiни

iндуктивнiсть та нетерова iндукцiя подiбно до [174, 133, 56].

Означення 2.2.1 ([174]). S є нетерово-iндуктивною пiдмножиною в АПС (X,→),

якщо S ⊆ X i

∀x ∈ X ((∀y ∈ X (x→+ y ⇒ y ∈ S))⇒ x ∈ S).

Означення 2.2.2 ([133]). В АПС (X,→) виконується принцип нетерової iндукцiї,

якщо для кожної множини S ⊆ X виконується така умова: якщо S є нетерово-

iндуктивною пiдмножиною в АПС (X,→), то S = X .

Наведене нижче твердження 2.2.1 є модифiкованим варiантом теореми про

iндукцiю з [133, пункт 1.3.15].

Твердження 2.2.1 ([133]). Для будь-якої AПС (X,→) такi умови еквiвалентнi:

1. (X,→) є термiнальною;

2. (X,→) виконується принцип нетерової iндукцiї.

Доведення. Аналогiчне доведенню [133, теорема 1.3.16].

2.2.2.2. Принцип вiдкритої iндукцiї для АПС

Нехай (X,≤) є передвпорядкованою множиною (≤ є рефлексивним i транзи-

тивним бiнарним вiдношенням на X).

Означення 2.2.3 нижче засноване на [174], але має невеликi вiдмiнностi, що

будуть використанi далi.

Означення 2.2.3 ([174]). Пiдмножина A ⊆ X є
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1. ланцюгом (в (X,≤)), якщо ∀x, y ∈ A (x ≤ y ∨ y ≤ x);

2. замкненою (в (X,≤)), якщо для кожного непорожнього ланцюга C в (X,≤),

якщо C має точну верхню межу x ∈ X i C ⊆ A, то x ∈ A;

3. вiдкритою (в (X,≤)), якщо X\A є замкненою в (X,≤);

4. вiдносно вiдкритою в B вiдносно вiдношення передпорядку ≤, де B ⊆ X

є надмножиною A, якщо A вiдкрита у (B,≤ ∩(B × B)).

Зауваження 2.2.1. Вiдкрита за Скоттом пiдмножина у частково впорядкованiй

множинi є вiдкритою у вищезгаданому сенсi, але обернене твердження може не

виконуватись [174, 45].

Приклад 2.2.1. Якщо X = [0, 1], де [0, 1] є дiйсним промiжком, а ≤ є обмеженням

звичайного порядку на дiйсних числах на X , то в (X,≤)

– кожна пiдмножина X є ланцюгом;

– множина {1} замкнена: кожний непорожнiй ланцюг у {1} мiстить лише 1,

тому його точною верхньою межею є 1, а 1 ∈ {1};

– множина {1} є не вiдкрита: елемент 1 ∈ {1} може бути наближений

знизу за допомогою непорожнього ланцюга елементiв, що не належать {1},

наприклад, 1− 10−n для n = 1, 2, 3, ... ;

– множина (0, 1) є вiдкритою: жодне число в (0, 1) може бути наближене знизу

за допомогою непорожнього ланцюга, що не має елементiв у (0, 1).

Приклад 2.2.2. Якщо X є множиною всiх скiнченних рядкiв в алфавiтi {0, 1}

(наприклад, 01010 ∈ X) i s ≤ s′ тодi i тiльки тодi, коли s є префiксом s′ (наприклад,

01 ≤ 010, але 01 6≤ 110), то в (X,≤)

– множина {0, 00} є ланцюгом;

– множина {0, 1} є не є ланцюгом: елементи 0, 1 є непорiвнюваними;

– множина {1} є вiдкритою i замкненою (вiдкрито-замкненою).

Означення 2.2.4 нижче засноване на [174], але має вiдмiнностi, що будуть

використанi далi.

Означення 2.2.4. АПС (X,→) має коректний принцип вiдкритої iндукцiї, якщо

для кожної вiдкритої множини S ⊆ X у передвпорядкованiй множинi (X,→∗),

якщо S є нетерово-iндуктивною пiдмножиною в АПС (X,→), то S = X .

Твердження 2.2.2. Для будь-якої AПС (X,→) такi умови еквiвалентнi:
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1. (X,→) є строго iндуктивною i ациклiчною АПС;

2. (X,→) має коректний принцип вiдкритої iндукцiї.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_14]. Доведення того, що з пункту 1 випливає пункт 2 аналогiчне

доведенню теореми Рауля [174, теорема 3.3]. Доведення того, що з пункту 2

випливає пункт 1 складається з двох частин.

– Доведення того, що АПС з коректним принципом вiдкритої iндукцiї є строго

iндуктивною аналогiчне доведенню зворотного принципу вiдкритої iндукцiї,

запропонованого у [73, теорема 1].

– Доведення того, що АПС з коректним принципом вiдкритої iндукцiї є аци-

клiчною проводиться вiд супротивного (припускаючи, що x →+ x вико-

нується для деякого x ∈ X , у означеннi 2.2.4 використовується множина

S = X\{y ∈ X | y →∗ x} ).

Твердження 2.2.3. Термiнальна АПС є строго iндуктивною та ациклiчною.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_15]. Доведення випливає з тверджень 2.2.1, 2.2.2 враховуючи,

що АПС з коректним принципом нетерової iндукцiї також має також коректний

принцип вiдкритої iндукцiї (означення 2.2.2 i 2.2.4).

Твердження 2.2.4. Якщо (X,→) є АПС i X є скiнченною множиною, то (X,→) є

строго iндуктивною АПС.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_16]. Доведення випливає з означення 2.1.3, враховуючи, що кожний

непорожнiй скiнченний ланцюг у передвпорядкованiй множинi має точну верхню

межу.

2.2.2.3. Квазi-нормальнi форми

На вiдмiну вiд термiнальних АПС, строго iндуктивнi АПС не обов’язково є

слабко нормалiзуючими (наприклад, АПС ({0}, {(0, 0)}) є строго iндуктивною, але

не є слабко нормалiзуючою). Однак, термiнальнi i строго iндуктивнi АПС мають

деякi подiбнi властивостi. Введенi нижче означення можуть бути використанi для

того, щоб видiлити i пiдкреслити такi властивостi.
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Означення 2.2.5. Нехай (X,→) є АПС i x, x′ ∈ X . Тодi

1. елемент x є квазi-незвiдним, якщо для кожного y ∈ X з умови x →∗ y

випливає, що y →∗ x;

2. елемент x′ є квазi-нормальною формою x (або, скорочено, x′ є КВНФ x),

якщо x→∗ x′ i x′ є квазi-незвiдним елементом;

3. елементи x, x′ є КВНФ-еквiвалентними, якщо

{y ∈ X | y є КВНФ x} = {y ∈ X | y є КВНФ x′}.

Означення 2.2.6. АПС (X,→)

1. квазi-нормалiзуюча, якщо для кожного елементу x ∈ X iснує елемент

x′ ∈ X , такий, що x′ є квазi-нормальною формою x;

2. вiдкрито квазi-нормалiзуюча, якщо (X,→) є квазi-нормалiзуючою i для

кожних x, x′ ∈ X , таких, що x′ є квазi-нормальною формою x, множина

{y ∈ X | x→∗ y ∧ y та x′ є КВНФ-еквiвалентними }

вiдносно вiдкрита у множинi {y ∈ X | x →∗ y} вiдносно вiдношення

передпорядку →∗.

Умова квазi-нормалiзацiї аналогiчна (слабкiй) умовi нормалiзацiї. В загаль-

ному випадку, умова вiдкритої квазi-нормалiзацiї є бiльш сильною умовою, ва-

жливiсть якої для перевiрки конфлюентностi буде показана нижче у теоремi 2.2.1

i прикладi 2.2.3 (АПС, наведена у прикладi 2.2.3 є строго iндуктивною i квазi-

нормалiзуючою, але не є нi вiдкрито квазi-нормалiзуючою, нi конфлюентною, i в

цьому прикладi вiдсутнiсть властивостi конфлюентностi пов’язана з невиконанням

умови вiдкритої квазi-нормалiзацiї).

Твердження 2.2.5. Кожна строго iндуктивна АПС є квазi-нормалiзуючою.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_19]. Доведення випливає з леми Цорна.

Твердження 2.2.6. Нехай (X,→) є термiнальною АПС. Тодi для будь-яких множин

A,B, таких, що A ⊆ B ⊆ X , множина A є вiдносно вiдкритою в B вiдносно

вiдношення передпорядку →∗.
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Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_20]. Доведення випливає з означення 2.2.3, враховуючи, що для

термiнальної АПС (X,→) кожний непорожнiй ланцюг C в (X,→∗) має найбiль-

ший елемент (тобто x ∈ C, такий, що ∀c ∈ C c→∗ x).

Твердження 2.2.7. Будь-яка термiнальна АПС є вiдкрито квазi-нормалiзуючою.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_21]. Доведення випливає з тверджень 2.2.3, 2.2.5, 2.2.6.

Ще одна проста достатня умова, яка гарантує, що АПС є вiдкрито квазi-

нормалiзуючою наведена нижче.

Означення 2.2.7. АПС (X,→) називається скiнченно-нормалiзуючою, якщо вона

нормалiзуюча i множина всiх незвiдних елементiв у (X,→) є скiнченною.

Твердження 2.2.8. Будь-яка скiнченно-нормалiзуюча АПС є вiдкрито квазi-

нормалiзуючою.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_23]. Доведення випливає з означення 2.2.6 враховуючи, що для

скiнченно-нормалiзуючої АПС (X,→), множина

{y ∈ X | x→∗ y ∧ y та x′ є КВНФ-еквiвалентними }

може бути виражена як доповнення скiнченного об’єднання замкнених множин в

{y ∈ X | x →∗ y}, що розглядається як породжена передвпорядкована множина в

передвпорядкованiй множинi (X,→∗).

2.2.2.4. Квазi-локальна конфлюентнiсть

Слiд зауважити, що поняття локальної конфлюентностi втрачає корисний

змiст, коли вiдношення редукцiї → є рефлексивним i транзитивним, оскiльки, в

цьому випадку, визначення конфлюентностi i локальної конфлюентностi стають

тривiально еквiвалентними (i еквiвалентними властивостi алмазу). В такiй ситуацiї

поняття квазi-локальної конфлюентностi, введене нижче, може бути використане

замiсть локальної конфлюентностi.

Означення 2.2.8. АПС (X,→) є квазi-локально конфлюентною, якщо для кожного

елементу a ∈ X iснує пiдмножина S ⊆ {x ∈ X | a→+ x}, така, що наведенi нижче

умови 1-2 виконуються:
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1. умова 2-консистентностi:

∀b, c ∈ S ∃d ∈ X (b→∗ d ∧ c→∗ d);

2. умова коiнiцiальностi:

∀x ∈ X (a→+ x⇒ (x→∗ a) ∨ (∃b ∈ S b→∗ x ∧ ¬(b→∗ a))).

Зауваження 2.2.2. Назва умови 2-консистентностi в означеннi 2.2.8 пов’язана з

умовою 2-консистентностi або пов’язаностi (англ. linkedness) [37] для пiдмножин

передвпорядкованих множин (кожнi два елементи мають верхню межу [37]).

Назва умови коiнiцiальностi в означеннi 2.2.8 пов’язана з коiнiцiальними пiд-

множинами у передвпорядкованих множинах, визначеними дуально до кофiналь-

них [174] (якщо (X,≤) є передвпорядкованою множиною i A,B ⊆ X , то A є

коiнiцiальною пiдмножиною B, якщо A ⊆ B i для кожного b ∈ B iснує a ∈ A, та-

кий, що a ≤ b). Зокрема, коли вiдношення редукцiї → є деяким строгим частковим

порядком < на X , умова коiнiцiальностi разом з умовою S ⊆ {x ∈ X | a →+ x}

виражають вимогу, що S є коiнiцiальною пiдмножиною {x ∈ X | a < x} у частково

впорядкованiй множинi (X,≤), де x ≤ y ⇔ (x = y ∨ x < y).

Зауваження 2.2.3. Напiвформально, множина S в означеннi 2.2.8 може розгля-

датись як замiна для множини прямих наступникiв елементу a (тобто множини

{x ∈ X | a → x}). Остання множина дiйсно задовольняє умови 1 i 2 означення

2.2.8 у випадку, коли АПС є локально конфлюентною i ациклiчною, як показа-

но у твердженнi 2.2.10 нижче. Загалом, умови 1 i 2 означення 2.2.8 аксiоматизують

властивостi множини прямих наступникiв. Вони будуть використанi далi для отри-

мання загального критерiю конфлюентностi.

Твердження 2.2.9. Кожна конфлюентна АПС є квазi-локально конфлюентною.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_25]. Припустимо, що АПС (X,→) є конфлюентною. Тодi для будь-

якого елементу a ∈ X множина S = {x ∈ X | a →∗ x ∧ ¬(x →∗ a)} задовольняє

умови означення 2.2.8. Таким чином, (X,→) є квазi-локально конфлюентною.

Твердження 2.2.10. Нехай (X,→) є локально конфлюентною ациклiчною АПС i

a ∈ X . Тодi множина S = {x ∈ X | a→ x} задовольняє умови 1-2 означення 2.2.8.
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Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_26]. Доведення випливає з вiдповiдних визначень.

Твердження 2.2.11. Кожна локально конфлюентна ациклiчна АПС є квазi-локально

конфлюентною.

Доведення. Формальний доказ в Isabelle доступний за посиланням [76, формальна

лема lem_prop_27]. Доведення випливає з означення 2.2.8 i твердження 2.2.10.

2.2.3. Головний результат пiдроздiлу

Теорема 2.2.1. Нехай (X,→) є строго iндуктивною АПС. Тодi (X,→) є конфлю-

ентною тодi i тiльки тодi, коли (X,→) є вiдкрито квазi-нормалiзуючою i квазi-

локально конфлюентною.

Доведення. Спочатку припустимо, що (X,→) є строго iндуктивною, вiдкрито

квазi-нормалiзуючою, квазi-локально конфлюентною АПС. Доведемо, що (X,→)

є конфлюентною АПС.

Нехай a ∈ X . Щоб довести, що для кожних b, c з умови a →∗ b ∧ a →∗ c

випливає, що iснує елемент d ∈ X , такий, що b→∗ d ∧ c→∗ d, достатньо довести,

що всi максимальнi елементи в множинi X ′ = {x ∈ X | a→∗ x}, що розглядається

як породжена передвпорядкована пiдмножина (X,→∗), є еквiвалентними у сенсi

такого вiдношення еквiвалентностi ≈ на X , що x ≈ x′ тодi i тiльки тодi, коли

x→∗ x′ ∧ x′ →∗ x.

Зафiксуємо довiльнi максимальнi елементи M,M ′ ∈ X ′ (вони також є

максимальними елементами у передвпорядкованiй множинi (X,→∗) i є квазi-

нормальними формами в АПС (X,→)). Введемо допомiжну передвпорядковану

множину (X ′,≤′), де

x ≤′ y ⇔ (x→∗ y ∨ ((∃x′ ∈ X ′ x→∗ x′ ∧ ¬(x′ →∗ M)) ∧M ′ →∗ y))).

Тодi для кожного елементу x ∈ X ′ виконується x ≤′ M ∨ x ≤′ M ′ (слiд зауважити,

що передвпорядкована множина (X ′,≤′) введена для зручностi аналiзу вiдношень

мiж максимальними елементами (X,→∗)). Тодi (X ′,≤′) не має елементiв, непорiв-

нюваних з M i M ′.

З припущення про те, що АПС (X,→) є вiдкрито квазi-нормалiзуючою

випливає, що (X ′,≤′) є строго iндуктивною передвпорядкованою множиною.
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Також, множини {x ∈ X ′ | x ≤′ M}, {x ∈ X ′ | x ≤′ M ′} є замкненими в

(X,≤′). Позначимо їх перетин як D. Тодi D є замкненою множиною в (X ′,≤′) i

вона є непорожньою, оскiльки (X ′,≤′) має найменший елемент. Оскiльки (X ′,≤′)

є строго iндуктивною, використовуючи лему Цорна можна зробити висновок, що

D має деякий ≤′-максимальний елемент m.

Для будь-якої передвпорядкованої множини (P,≤) будемо називати пiдмно-

жину A ⊆ P 2-консистентною (або пов’язаною, англ. linked [37]), якщо для кожних

a1, a2 ∈ A iснує елемент x ∈ P , такий, що a1 ≤ x∧ a2 ≤ x. З цього випливає такий

критерiй 2-консистентностi: пiдмножина A ⊆ P є 2-консистентною тодi i тiльки

тодi, коли для будь-яких замкнених вниз множин (нижнiх множин) X1, X2 ⊆ P з

умови P = X1 ∪X2 випливає A ⊆ X1 ∨ A ⊆ X2.

Враховуючи припущення про те, що АПС (X,→) є квазi-локально конфлю-

ентною, iснує коiнiцiальна пiдмножина N множини {x ∈ X ′ | m ≤′ x ∧ ¬x ≤′ m},

яка є 2-консистентною в (X ′,≤′). Зi згаданого вище критерiю 2-консистентностi

випливає, що N ⊆ {y ∈ X ′ | y ≤′ M} ∨N ⊆ {y ∈ X ′ | y ≤′ M ′}.

Припустимо, що елементи M i M ′ є непорiвнюваними вiдносно ≤′. Тодi,

використовуючи коiнiцiальнiсть N , iснують елементи b ∈ N i c ∈ N , такi, що

b ≤′ M i c ≤′ M ′. Якщо N ⊆ {y ∈ X ′ | y ≤′ M}, то c ≤′ M , звiдки m ≤′ c∧¬c ≤′ m

i c ∈ D. Якщо N ⊆ {y ∈ X ′ | y ≤′ M ′}, то b ≤′ M ′, звiдки m ≤′ b∧¬b ≤′ m i b ∈ D.

Також, як було зазначено вище, N ⊆ {y ∈ X ′ | y ≤′ M} ∨N ⊆ {y ∈ X ′ | y ≤′ M ′}.

Отже, в будь-якому випадку маємо суперечнiсть з ≤′-максимальнiстю еле-

менту m в множинi D. Таким чином, елементи M i M ′ є порiвнюваними вiдносно

≤′, з чого випливає, що M ≈M ′.

Тепер припустимо, що АПС (X,→) є строго iндуктивною i конфлюентною.

Доведемо, що АПС (X,→) є вiдкрито квазi-нормалiзуючою i квазi-локально кон-

флюентною. З твердження 2.2.5 випливає, що (X,→) є квазi-нормалiзуючою.

Оскiльки (X,→) є конфлюентною, то для будь-якого x ∈ X i для будь-яких

x′, x′′ ∈ X , що є квазi-нормальними формами x виконується x′ →∗ x′′ ∧ x′′ →∗ x′.

З вищезазначеного випливає, що (X,→) є вiдкрито квазi-нормалiзуючою. Також,

(X,→) є квазi-локально конфлюентною АПС за твердженням 2.2.9.

2.2.4. Наслiдки головного результату пiдроздiлу та приклади

Наведенi нижче твердження можуть розглядатись як наслiдки з теореми 2.2.1.
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Наслiдок 2.2.1 (лема Ньюмана [145, 56]). Кожна термiнальна локально конфлю-

ентна АПС є конфлюентною.

Доведення. Випливає безпосередньо з теореми 2.2.1 i таких тверджень:

– термiнальна АПС є строго iндуктивною та ациклiчною (твердження 2.2.3);

– термiнальна АПС є вiдкрито квазi-нормалiзуючою (твердження 2.2.7);

– локально конфлюентна ациклiчна АПС є квазi-локально конфлюентною

(твердження 2.2.11).

Слiд зауважити, що доведення цих тверджень не спираються на (звичайну)

лему Ньюмана.

Наслiдок 2.2.2. Кожна локально конфлюентна АПС, що є строго iндуктивною,

ациклiчною i скiнченно-нормалiзуючою, є конфлюентною.

Доведення. Випливає безпосередньо з теореми 2.2.1 i таких тверджень:

– кожна скiнченно-нормалiзуюча АПС є вiдкрито квазi-нормалiзуючою (твер-

дження 2.2.8);

– кожна локально конфлюентна ациклiчна АПС є квазi-локально конфлюен-

тною (твердження 2.2.11).

Слiд зауважити, що в загальному випадку, жодна з умов строгої iндуктивно-

стi, вiдкритої квазi-нормалiзацiї та квазi-локальної конфлюентностi не може бути

сама по собi вилучена з формулювання теореми 2.2.1:

1. з контрприкладу Ньюмана [56, рисунок 6a] випливає, що твердження “якщо

(X,→) є iндуктивною АПС, то (X,→) є конфлюентною тодi i тiльки

тодi, коли (X,→) є вiдкрито квазi-нормалiзуючою та квазi-локально кон-

флюентною” є хибним (контрприклад Ньюмана є iндуктивним, скiнченно-

нормалiзуючим, локально конфлюентним i ациклiчним, тому за тверджен-

нями 2.2.8 i 2.2.11 вiн є iндуктивним, вiдкрито квазi-нормалiзуючим, квазi-

локально конфлюентним, але вiн не є конфлюентним);

2. з контрприкладу Хiндлi [56, рисунок 6b] випливає, що твердження “якщо

(X,→) є строго iндуктивною АПС, то (X,→) є конфлюентною тодi i

тiльки тодi, коли (X,→) є вiдкрито квазi-нормалiзуючою та локально

конфлюентною” є хибним (контрприклад Хiндлi є скiнченним, скiнченно-

нормалiзуючим i локально конфлюентним, тому за твердженнями 2.2.4, 2.2.8
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вiн є строго iндуктивним, вiдкрито квазi-нормалiзуючим, локально конфлю-

ентним, але вiн не є конфлюентним);

3. твердження “якщо (X,→) є строго iндуктивною АПС, то (X,→) є конфлю-

ентною тодi i тiльки тодi, коли (X,→) є квазi-нормалiзуючою та квазi-

локально конфлюентною” також є хибним, що випливає з наведеного нижче

прикладу 2.2.3.

Приклад 2.2.3. Розглянемо АПС (P,→), де P = [0, 1]× [0, 1] (де [0, 1] позначає дiй-

сний промiжок), а вiдношення редукцiї → визначене таким чином (де компоненти

елементiв P позначенi як x i t):

(x, t)→ (x′, t′)⇔ (x ≤ x′ ∧ t < t′ ∧ x′ − x ≤ t′ − t).

Тодi АПС (P,→) є строго iндуктивною, квазi-локально конфлюентною, але не є

конфлюентною. Тодi (P,→) не є вiдкрито квазi-нормалiзуючою за теоремою 2.2.1,

однак, (P,→) є квазi-нормалiзуючою за твердженням 2.2.5. Таким чином, у даному

прикладi можна пов’язати вiдсутнiсть властивостi конфлюентностi з вiдсутнiстю

властивостi вiдкритої квазi-нормалiзацiї. Описана АПС (P,→) проiлюстрована на

рисунку 2.4.

Зауваження 2.2.4. Одна з можливих iнтерпретацiй АПС (P,→) з прикладу 2.2.3

є такою. Розглянемо x як просторову координату, t як часову координату, P як

пiдмножину простору-часу. Вiдношення

t < t′ ∧ |x′ − x| ≤ t′ − t,

яке також може бути виражене як

(t′ − t) > 0 ∧ c2(t′ − t)2 − (x′ − x)2 ≥ 0,

де c = 1, є вiдношенням строгого причинного порядку [156] на (1 + 1) вимiрному

просторi-часi Мiнковського, тому редукцiя (x, t) → (x′, t′) є кон’юнкцiєю умови

виконання цього вiдношення i умови x ≤ x′, що обмеженi на P .
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Рисунок 2.4 — Iлюстрацiя АПС (P,→) з прикладу 2.2.3 (горизонтальна вiсь x,

вертикальна вiсь t).

Приклад 2.2.4. Розглянемо АПС (X,→), де X = [0, 1] × [0, 1] (де [0, 1] позначає

дiйсний промiжок), а →⊆ X ×X є таким вiдношенням, що для кожних елементiв

x, y, x′, y′ ∈ [0, 1], вiдношення (x, y)→ (x′, y′) виконується тодi i тiльки тодi, коли

(x < x′ ∨ (x = x′ ∧ y′ < y ∧ (x < 1 ∨ y < 1)))∧

(x− y ≤ x′ − y′) ∧ (x = y ⇒ x′ = y′) ∧ (x ≤ y ⇒ x′ ≤ y′).

Вiдношення → проiлюстроване на рисунку 2.5 нижче.

З визначень випливає, що ця АПС є строго iндуктивною та ациклiчною, а

(1, 0), (1, 1) є єдиними незвiдними елементами. Тодi за допомогою твердження

2.2.5 можна зробити висновок, що АПС (X,→) є скiнченно-нормалiзуючою,

тому з твердження 2.2.8 i теореми 2.2.1 випливає, що для АПС (X,→) умови

конфлюентностi i квазi-локальної конфлюентностi є еквiвалентними. Щоб довести

квазi-локальну конфлюентнiсть, для кожної точки a ∈ X достатньо обрати деяку

множину S (наприклад, множину точок p ∈ X , таку, що a →+ p i d(a, p) ∈ (0, ε)

для малого додатного числа ε, що може залежати вiд a, де d позначає вiдстань мiж

точками), що задовольняє умову коiнiцiальностi з означення 2.2.8, i перевiрити,

що вона задовольняє умову 2-консистентностi, тобто пари елементiв в S можуть

бути з’єднанi за допомогою скiнченних послiдовностей редукцiй, що можуть

закiнчуватись поза межами S. Слiд зауважити, що дана АПС (X,→) є дiйсно

конфлюентною.
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Рисунок 2.5 — Iлюстрацiя до прикладу 2.2.4. Елементами АПС є точки в

[0, 1]× [0, 1]. Вiдношення редукцiї → описане у прикладi 2.2.4. Горизонтальна

вiсь x, вертикальна вiсь y. Бiльш детально iлюстрацiя описана в зауваженнi 2.2.5.

Зауваження 2.2.5. Рисунок 2.5 може бути пояснений таким чином. Для точок над

або на дiагоналi єдиною нормальною формою є точка (1, 1). Для точок, розташо-

ваних строго пiд дiагоналлю єдиною нормальною формою є точка (1, 0). Для такої

АПС з властивостi квазi-локальної конфлюентностi випливає властивiсть конфлю-

ентностi. Напiвформально, властивiсть квазi-локальної конфлюентностi для цiєї

(ациклiчної) АПС може бути перевiрена шляхом перевiрки того, що для кожної

точки (x, y) (наприклад, (x, y) може бути точкою D на рисунку 2.5) iснує мно-

жина S (наприклад, перетин множини {(x′, y′) | (x, y) →+ (x′, y′)} iз околом D),

така, що для будь-яких двох точок з S (наприклад, точок E, F ) є деякi скiнчен-

нi послiдовностi редукцiй, що починаються в них i закiнчуються в однiй i тiй же

точцi (наприклад, E → G → I → (1, 0) i F → H → (1, 0)), i будь-яка точка,

що є досяжною з точки (x, y) за допомогою непорожньої скiнченної послiдовно-

стi редукцiй, може бути досягнута з деякого елементу S за допомогою скiнченної

(можливо порожньої) послiдовностi редукцiй. Така множина S є узагальненням

множини прямих наступникiв елементу, а вищезгаданi умови можуть розглядатись

як такi, що замiнюють умову локальної конфлюентностi.

Зауваження 2.2.6. Використовуючи процедуру поповнення частково-

впорядкованих множин, що наведена у [134], теорема 2.2.1 може бути опо-

середковано застосована до АПС, якi не є строго iндуктивними.

Зауваження 2.2.7. Iншi приклади АПС можуть бути отриманi на основi вiдношень
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досяжностi на множинах станiв рiзних (недетермiнованих) динамiчних моделей.

Наприклад, розглянемо гiбридний автомат [43], проiлюстрований на рисунку 2.6.

Слiд зауважити, що в багатьох джерелах наводиться простiший варiант та-

кого автомату, що має один дискретний стан (дискретний стан 1 на рисунку 2.6),

однак, модель з одним дискретним станом є детермiнованою i має зенонiвську по-

ведiнку [43] (напiвформально, виконує нескiнченно багато дискретних переходiв

протягом обмеженого промiжку неперервного часу). Для того, щоб врахувати, що

така детермiнована модель може не бути адекватною у випадку дуже коротких

промiжкiв часу i дуже малих вiдстаней, у недетермiнованiй моделi на рисунку 2.6

введено новий дискретний стан [119] (дискретний стан 2, стан спокою) i неде-

термiнований перехiд мiж дискретними станами, що вiдбувається у невизначений

момент, коли об’єкт припиняє рух. Наявнiсть такого переходу не виключає зено-

нiвськi виконання, але дозволяє врахувати обмежену здатнiсть моделi передбачати

поведiнку реального об’єкта [119] (слiд зауважити, що це лише один з можливих

пiдходiв i що є iншi пiдходи, що, наприклад, виключають зенонiвськi виконання

[43, 119]).

З отриманою моделлю може бути асоцiйована АПС (X,→), така, що X =

[0,+∞)× R i (y1, v1)→ (y2, v2), якщо (y2, v2) може бути досягнуто з (y1, v1)

– або шляхом неперервного виконання межах одного дискретного стану,

– або внаслiдок одного переходу мiж дискретними станами (з дискретного

стану 1 до дискретного стану 1 або 2).

Перевiрка виконання властивостi конфлюентностi для подiбної АПС може

бути здiйснена у спосiб, аналогiчний тому, що описаний у попередньому прикладi.

Рисунок 2.6 — Iлюстрацiя простої недетермiнованої дискретно-неперервної

моделi з двома дискретними станами. Тут t позначає час, y позначає поточне

положення об’єкта, v позначає швидкiсть, g, c, ε, ε′ є константами.
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2.2.5. Формалiзацiя в системi iнтерактивного доведення теорем

Нижче наведенi формалiзованi версiї означень, необхiдних для формулюван-

ня теореми 2.2.1 в системi Isabelle/HOL [57]. Ряд iнших допомiжних формальних

визначень, формальнi версiї тверджень 2.2.1-2.2.11 та тексти формальних доведень

теореми 2.2.1 i тверджень 2.2.1-2.2.11 наведенi за посиланням [76] у файлi для

програмного забезпечення Isabelle [57].

Поняття АПС i конфлюентностi АПС формалiзованi у [76] таким чином.

— Definition 1: (X,σ) is an abstract rewriting system (ARS) with a single reduction

relation

definition is_ars :: "’a set ⇒ (’a ⇒ ’a ⇒ bool) ⇒ bool"

("_,_ is ARS")

where "X,σ is ARS ≡ (∀ x y. σ x y −→ x ∈ X ∧ y ∈ X)"

— Definition 4(1): (X,σ) is a confluent ARS

definition is_confl_ars ("_,_ is CONFLUENT ARS")

where "X,σ is CONFLUENT ARS ≡ (X,σ is ARS) ∧

(∀ a∈X. ∀ b∈X. ∀ c∈X. (σ^** a b ∧ σ^** a c −→

(∃ d∈X. σ^** b d ∧ σ^** c d)))"

Формальнi визначення основних понять, пов’язаних з передпорядками у [76]

наведенi нижче.

— Definition 8(1): x is an upper bound of A (in preordered set (X,%))

abbreviation is_upperbound ::

"’a ⇒ ’a set ⇒ ’a set ⇒ (’a ⇒ ’a ⇒ bool) ⇒ bool"

("_ is anUPPER BOUND of _ in _,_")

where "x is anUPPER BOUND of A in X,% ≡ x∈X ∧ (∀ a∈A. % a x)"

— Definition 8(2): x is a least element of A (in preordered set (X,%))

abbreviation is_leastelem ::

"’a ⇒ ’a set ⇒ ’a set ⇒ (’a ⇒ ’a ⇒ bool) ⇒ bool"

("_ is LEAST of _ in _,_")

where "x is LEAST of A in X,% ≡ x∈A ∧ (∀ a∈A. % x a)"
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— Definition 8(3): x is a least upper bound of A (in preordered set (X,%))

definition is_lub ("_ is l.u.b. of _ in _,_")

where "x is l.u.b. of A in X,% ≡ (x is LEAST of

{u. u is anUPPER BOUND of A in X,%} in X,%)"

— Definition 9(1): A is a chain (in preordered set (X,%))

definition is_achain ("_ is aCHAIN in _,_")

where "A is aCHAIN in X,% ≡ A⊆X ∧ (∀ x∈A. ∀ y∈A. % x y ∨ % y x)"

Топологiя на передвпорядкованих множинах, необхiдна для узагальненої

леми Ньюмана формалiзована у [76] таким чином.

— Definition 9(2): A is a closed subset (in preordered set (X,%))

definition is_cclosedset ("_ is CLOSED SUBSET in _,_")

where "A is CLOSED SUBSET in X,% ≡ A ⊆ X ∧

(∀ C x. (C is aCHAIN in X,%) ∧ C 6= {} ∧

(x is l.u.b. of C in X,%) ∧ C ⊆ A −→ x ∈ A)"

— Definition 9(3): A is an open subset (in preordered set (X,%))

definition is_copenset ("_ is OPEN SUBSET in _,_")

where

"A is OPEN SUBSET in X,% ≡ A⊆X∧((X-A) is CLOSED SUBSET in X,%)"

— Definition 9(4): A is relatively open in B w.r.t. preorder %

definition is_relopenset ("_ is REL.OPEN SUBSET in _ wrt _")

where "A is REL.OPEN SUBSET in B wrt % ≡

A is OPEN SUBSET in B,(λ x y. % x y ∧ x ∈ B ∧ y ∈ B)"

Строго iндуктивнi АПС формалiзованi у [76] таким чином.

— Definition 10: (X,%) is a strictly inductive preordered set

definition is_siprset ("_,_ is S.I.PREORDERED")

where "X,% is S.I.PREORDERED ≡

(∀ x∈X. % x x) ∧
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(∀ x∈X. ∀ y∈X. ∀ z∈X. % x y ∧ % y z −→ % x z) ∧

(∀ C.(C is aCHAIN in X,%)∧C 6={}−→(∃ x.(x is l.u.b. of C in X,%)))"

— Definition 11(1): (X,σ) is a strictly inductive ARS

definition is_si_ars ("_,_ is S.I.ARS")

where "X,σ is S.I.ARS ≡ (X,σ is ARS) ∧

(X,(σ^**) is S.I.PREORDERED)"

Поняття, пов’язанi з квазi-нормальними формами формалiзованi у [76] таким

чином.

— Definition 17(1): x is quasi-irreducible in (X,σ)

abbreviation is_qirreduc::"’a ⇒’a set ⇒(’a ⇒ ’a ⇒ bool) ⇒ bool"

("_ is Q.IRREDUCIBLE in _,_")

where "x is Q.IRREDUCIBLE in X,σ ≡ ∀ y∈X. σ^** x y −→ σ^** y x"

— Definition 17(2): x’ is a quasi-normal form of x in (X,σ)

definition is_qnform ("_ is Q.N.F. of _ in _,_")

where "x’ is Q.N.F. of x in X,σ ≡

x’∈X ∧ σ^** x x’ ∧ (x’ is Q.IRREDUCIBLE in X,σ)"

— Definition 17(3): x,x’ are quasi-equivalent in (X,σ)

definition are_qequiv ("_,_ are QNF-EQUIVALENT in _,_")

where "x,x’ are QNF-EQUIVALENT in X,σ ≡

{y∈X. y is Q.N.F. of x in X,σ} = {y∈X. y is Q.N.F. of x’ in X,σ}"

— Definition 18(1): (X,σ) is a quasi-normalizing ARS

definition is_qn_ars ("_,_ is Q.N.ARS")

where "X,σ is Q.N.ARS ≡ (X,σ is ARS) ∧

(∀ x∈X. ∃ x’∈X. (x’ is Q.N.F. of x in X,σ))"

— Definition 18(2): (X,σ) is an openly quasi-normalizing ARS

definition is_oqn_ars ("_,_ is O.Q.N.ARS")

where "X,σ is O.Q.N.ARS ≡ (X,σ is Q.N.ARS) ∧

(∀ x∈X. ∀ x’∈X. (x’ is Q.N.F. of x in X,σ) −→
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({y∈X. σ^** x y ∧ (y,x’ are QNF-EQUIVALENT in X,σ)}

is REL.OPEN SUBSET in {y∈X. σ^** x y} wrt (σ^**)))"

Умова квазi-локальної конфлюентностi формалiзована у [76] таким чином.

— A set S satisfies the two-consistency condition in ARS (X,σ)

definition sat_two_consist_cond ("_ sat.2-CONSISTENCY in _,_")

where "S sat.2-CONSISTENCY in X,σ ≡ (∀ b∈S. ∀ c∈S.

∃ d∈X. σ^** b d ∧ σ^** c d)"

— A set S satisfies the coinitiality condition in ARS (X,σ) w.r.t. element a

definition sat_coinit_cond ("_ sat.COINITIALITY in _,_ wrt _")

where "S sat.COINITIALITY in X,σ wrt a ≡

(∀ x∈X. σ^++ a x −→ ((σ^** x a) ∨

(∃ b∈S. σ^** b x ∧ ¬ (σ^** b a))))"

— Definition 24: (X,σ) is a quasi-locally confluent ARS

definition is_qlconfl_ars ("_,_ is Q.L.CONFLUENT ARS")

where "X,σ is Q.L.CONFLUENT ARS ≡ (X,σ is ARS) ∧

(∀ a∈X. ∃ S ⊆ {x∈X. σ^++ a x}.

(S sat.2-CONSISTENCY in X,σ) ∧ (S sat.COINITIALITY in X,σ wrt a))"

Узагальнена лема Ньюмана формалiзована у [76] таким чином.

theorem thm_28:

— Theorem 28 (main result, generalized Newman’s lemma)

fixes X σ

assumes "X,σ is S.I.ARS"

shows "(X,σ is CONFLUENT ARS) = ((X,σ is O.Q.N.ARS) ∧

(X,σ is Q.L.CONFLUENT ARS))"

2.3. Висновки до роздiлу 2

У пiдроздiлi 2.1 було отримано узагальнення леми Ньюмана для ациклiчних

строго iндуктивних систем зi злiченною множиною нормальних форм (теорема
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2.1.1 наслiдки з неї). Було доведено, що еквiвалентнiсть умов локальної конфлю-

ентностi i конфлюентностi для ациклiчних строго iндуктивних АПС має мiсце,

якщо множина незвiдних елементiв АПС є не бiльш нiж злiченною. Однак, при

цьому, iснує ациклiчна, строго iндуктивна, локально конфлюентна АПС, що не

є конфлюентною (теорема 2.1.2). Остання АПС може розглядатись як посилення

контрприкладу Ньюмана, однак вона є необхiдно незлiченною i суттєво вiдрiзняє-

ться вiд звичайного контрприкладу Ньюмана (який є злiченним).

У пiдроздiлi 2.2 було отримано третiй основний результат дисертацiйного до-

слiдження – запропоновано узагальнення леми Ньюмана для строго iндуктивних

переписувальних систем (теорема 2.2.1). Звичайна лема Ньюмана для термiналь-

них АПС [145, 56] може розглядатись як наслiдок даної теореми (наслiдок 2.2.1 з

теореми 2.2.1).

Основнi результати роздiлу було формалiзовано та автоматичнi перевiрено

за допомогою системи iнтерактивного доведення теорем Isabelle [57]. Тексти

формальних доказiв доступнi за посиланнями [84, 76].
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РОЗДIЛ 3. ПРИНЦИПИ IНДУКЦIЇ ДЛЯ СИСТЕМ, ЩО НЕ

ЗАДОВОЛЬНЯЮТЬ ПРИПУЩЕННЯМ ПРО ТЕРМIНАЛЬНIСТЬ ТА

ЗЛIЧЕННIСТЬ

3.1. Принцип iндукцiї для вiльних вiд алмазiв повних частково впоряд-

кованих множин

3.1.1. Попереднi зауваження

З класичної теорiї переписувальних систем вiдомо [56, 133], що АПС є тер-

мiнальною тодi i тiльки тодi, коли для неї виконується принцип нетерової iндукцiї

[133, пункт 1.3.15]. Даний факт є корисним для доведення унiверсальних властиво-

стей елементiв термiнальних АПС. Однак АПС, породженi недискретними моделя-

ми часто не задовольняють умовi термiнальностi. Тому для них принцип нетерової

iндукцiї не може бути застосованим i є актуальним пошук альтернативних прин-

ципiв доведення унiверсальних властивостей елементiв АПС, що не обов’язково є

термiнальними.

Як було вказано у пiдроздiлi 2.2 (твердження 2.2.2), АПС є строго iндуктив-

ною i ациклiчною тодi i тiльки тодi, коли вона має коректний принцип вiдкритої

iндукцiї ([174], означення 2.2.4) i цей факт є безпосередньо пов’язаним з методом

доведення унiверсальних властивостей елементiв частково впорядкованих множин

за iндукцiєю (для будь-якої ациклiчної АПС (X,→) пара (X,→∗) є частково впо-

рядкованою множиною).

У зв’язку з цим у даному пiдроздiлi буде бiльш детально розглянуто причину,

через яку принцип вiдкритої iндукцiї не є коректним для частково впорядкованих

множин, що не є строго iндуктивними (теорема 3.1.1, зворотний принцип вiдкритої

iндукцiї). Також, буде видiлено пiдклас класу повних частково впорядкованих мно-

жин (клас вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих множин), для якого

буде сформульовано принцип iндукцiї, у якому не використовується безпосередньо

топологiчне припущення з принципу вiдкритої iндукцiї [174] (про вiдкритiсть мно-

жини або предикату). Такий принцип є бiльш близьким за формою до вiдомих

принципiв iндукцiї для натуральних чисел, фундованої iндукцiї i дiйсної iндукцiї

[46, 19, 20]. Вiн також є зручним для використання у формалiзацiях в системах

iнтерактивного доведення теорем. У наступному пiдроздiлi 3.2 iдея вищезазначе-
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ного принципу iндукцiї для вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих

множин буде використана для отримання непрямого принципу iндукцiї для класу

всiх частково впорядкованих множин (або, вiдповiдно, всiх ациклiчних АПС).

Наведенi у даному пiдроздiлi i у рештi роздiлу результати також описанi у

[75, 74, 73, 62, 63, 65, 60, 85].

3.1.2. Пов’язанi роботи iнших авторiв

Пов’язаними з темою даного пiдроздiлу i решти роздiлу є роботи, що стосу-

ються принципiв iндукцiї для натуральних чисел, фундованої iндукцiї, нетерової

iндукцiї, дiйсної iндукцiї, вiдкритої iндукцiї [46, 19, 20, 174]. Iнформацiя про iсто-

рiю принципiв математичної iндукцiї наведена в [46, 135]. Математична iндукцiя

має багато застосувань в iнформатицi та математицi [46], в тому числi у формаль-

них доведеннях, побудованих у системах iнтерактивного доведення теорем [207],

що можуть використовуватись для формальної верифiкацiї програмного забезпече-

ння [35].

Добре вiдомим є принцип iндукцiї для натуральних чисел [46] (якщо P є

предикатом на N0 – натуральних числах разом з нулем, значення P (0) є iстинним

i P (n) ⇒ P (n + 1) для кожного n, то P (n) є iстинним для всiх n ∈ N0). Варiанти

формулювання цього принципу використовуються в аксiомах Пеано та арифметицi

Пеано першого порядку [137]. В останньому випадку, принцип iндукцiї може бути

сформульовано як ∀ȳ ((ϕ(0, ȳ)∧∀x (ϕ(x, ȳ)→ ϕ(s(x), ȳ)))→ ∀xϕ(x, ȳ)) для кожної

формули ϕ(x, ȳ) у мовi арифметики Пеано, де s позначає операцiю наступника

(тобто x+ 1) i ȳ є скороченням для y1, ..., yk. Слiд зауважити, що у деяких теорiях

використання принципiв iндукцiї для доведення деяких тверджень є необхiдним

(наприклад [190], загальне твердження x + y = y + x не може бути доведене в

арифметицi Робiнсона, що виключає принцип iндукцiї, але може бути доведене в

арифметицi Пеано, що включає його).

У деяких роботах, наприклад, [179, 193], пропонуються суттєвi узагальнення

вищезазначеного принципу iндукцiї для натуральних чисел. Зокрема, у [179]

розглядається як принцип iндукцiї твердження про мiнiмальнiсть F -алгебри (що

узагальнює поняття алгебри) i розглядає принцип iндукцiї для натуральних чисел

як частковий випадок цього твердження: алгебра A = (N, 0, s), де s є функцiєю

наступника, є мiнiмальною, тому будь-якою пiдалгеброю A є A, i розгортаючи

визначення пiдалгебри, якщо пiдмножина S ⊆ N мiстить 0 з A i є замкненою

вiдносно s (з належностi n ∈ S випливає s(n) ∈ S), то S = N. Iншим прикладом
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є принцип iндукцiї нерухомої точки [179, 194]: якщо p є перед-нерухомою точкою

монотонної функцiї F на повнiй ґратцi (тобто F (p) ≤ p), то x ≤ p, де x є

найменшою нерухомою точкою F (така ґратка може розглядатись як категорiя,

перед-нерухомi точки як F -алгебри, а найменша нерухома точка як iнiцiальна F -

алгебра [179, роздiл 14]).

З iншого боку, у [193] найбiльш загальними вважаються принципи нетерової

i фундованої iндукцiї. У випадку частково впорядкованих множин, принцип фун-

дованої iндукцiї може бути сформульований таким чином [174, 193]: нехай P є

унарним предикатом на X , а ≤ є фундованим частковим порядком на X (кожна

непорожня пiдмножина X має мiнiмальний елемент); припустимо, що для кожного

елементу x ∈ X виконується (∀y < x P (y))⇒ P (x); тодi P (x) для всiх x ∈ X .

У роботах [20, 19, 102, 169] були запропонованi iншi принципи iндукцiї, що

мають вигляд, вiдмiнний вiд того, що був прийнятий у вищезазначених пiдходах.

Наприклад, принцип дiйсної iндукцiї з [19, теорема 2] стверджує, що пiдмножина

дiйсного сегменту S ⊆ [a, b] (a < b є дiйсними числами) збiгається з усiм

сегментом [a, b] тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє такi 3 умови: (1) a ∈ S;

(2) якщо a ≤ x < b, то з x ∈ S випливає [x, y] ⊆ S для деякого y > x; (3) якщо

a < x ≤ b i [a, x) ⊆ S, то x ∈ S (цей принцип можна переформулювати в термiнах

предикату P на [a, b], такого, що P (x)⇔ x ∈ S; формулювання в термiнах P iнодi

називають iнтенсiональною формою принципу iндукцiї [135], а формулювання в

термiнах множини S називають екстенсiональною формою [135]).

Iдея застосування умов (1) – (3) може бути проiлюстрована таким чином.

Нехай f : R→ R є неперервною функцiєю. Розглянемо початкову задачу

dy

dx
= 1− xy + f(y)(1− y), y(0) = 1 (3.1)

Покажемо, що якщо y : R → R є диференцiйовною функцiєю, яка задовольняє

(3.1), то y(x) ≥ 1 для всiх x ∈ [0, 1] (слiд зауважити, що тут не стверджується, що

така функцiя iснує, або що вона є єдиною для даної функцiї f ).

Спрощено, мiркування проводяться таким чином [19, 20].

Нехай S = {x ∈ [0, 1] | y(x) ≥ 1}.

База iндукцiї. Нерiвнiсть y(0) ≥ 1 виконується (тобто 0 ∈ S).

Iндукцiйний перехiд. Нехай x0 ∈ [0, 1). Припустимо, що y(x0) ≥ 1.

– Якщо y(x0) > 1, то (за неперервнiстю) y(x) > 1 для всiх x у деякому правому
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пiвоколi x0.

– Якщо y(x0) = 1, то y′(x0) = 1− x0 ∙ 1 + f(1) ∙ 0 > 0, тому

y(x) ≥ y(x0) = 1 для всiх x у деякому правому пiвоколi x0.

Таким чином, якщо x ∈ [0, 1) i x ∈ S, то [x, x1] ⊆ S для деякого x1 > x.

Крiм того, якщо x0 ∈ (0, 1] i [0, x0) ⊆ S, то y(x) ≥ 1 для x ∈ [0, x0), тому y(x0) ≥ 1

(за неперервнiстю), звiдки x0 ∈ S.

З цього можна зробити висновок, що S = [0, 1], тобто y приймає значення

не менше 1, коли x ∈ [0, 1]. Слiд зауважити, що доведення того факту, що

∀x ∈ [0, 1] y(x) ≥ 1 не спирається на глобальну монотоннiсть y: наприклад, якщо

зафiксувати f(y) ≡ 0, то диференцiальне рiвняння в (3.1) стане лiнiйним, а його

розв’язком, що задовольняє умовi y(0) = 1 буде

y(x) = e−x
2/2

(

1 +
√
2

∫ x/
√
2

0

et
2

dt

)

, (3.2)

але можна перевiрити, що ця функцiя не є монотонною на [0, 1].

Рисунок 3.1 — Графiк функцiї, визначеної рiвнянням (3.2) для x ∈ [0, 2].

Горизонтальна вiсь x, вертикальна вiсь y.

Iншi приклади застосувань принципу дiйсної iндукцiї з [19, 20] можна

отримати за допомогою результатiв роботи [166] про аксiоматизацiю iнварiантностi

для звичайних диференцiальних рiвнянь, у якiй використовується аксiома дiйсної

iндукцiї, пов’язана зi згаданим вище принципом дiйсної iндукцiї.
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3.1.3. Позначення

Будемо використовувати такi позначення для частково впорядкованої множи-

ни (X,≤):

– < є строгим порядком, що вiдповiдає ≤ ;

– [a, b] = {x ∈ X | a ≤ x ∧ x ≤ b};

– [a, b) = {x ∈ X | a ≤ x ∧ x < b};

– sup≤A позначає точну верхню межу пiдмножини A ⊆ X в (X,≤).

Будемо казати, що передвпорядкована (в т.ч. частково впорядкована) множи-

на (X,≤) є вiльною вiд алмазiв (англ. diamond-free) [18], якщо для всiх a, b, c, d ∈ X

виконується iмплiкацiя:

(a ≤ b ≤ d ∧ a ≤ c ≤ d)⇒ (b ≤ c ∨ c ≤ b).

3.1.4. Зворотний принцип вiдкритої iндукцiї

У даному пунктi запропонована теорема, що може розглядатись як зворотна

до теореми Рауля про вiдкриту iндукцiю [174, теорема 3.3]. З неї випливає, що

принцип вiдкритої iндукцiї не є коректним для частково впорядкованих множин,

що не є строго iндуктивними. Формалiзацiя дещо загальнiшої версiї цього резуль-

тату в системi iнтерактивного доведення теорем Isabelle доступна посиланням [76,

формальна лема lem_converse_open_ind].

Нижче пiд повною частково впорядкованою множиною буде розумiтися час-

тково впорядкована множина, де кожна спрямована множина має точну верхню

межу [174, 134, 21] (англ. directed complete partial order, dcpo). Слiд зауважити, що

тут не вимагається, щоб така множина мала найменший елемент.

Теорема 3.1.1 (зворотний принцип вiдкритої iндукцiї). Нехай (X,≤) є частково

впорядкованою множиною. Припустимо, що єдиною вiдкритою множиною S ⊆ X

(в сенсi означення 2.2.3 в пiдроздiлi 2.2), що задовольняє умову

(1) для кожного x ∈ X , якщо ∀y ∈ X(x < y ⇒ y ∈ S), то x ∈ S,

є сама множина X (тобто з того, що S ⊆ X , S вiдкрита i (1) випливає S = X).

Тодi (X,≤) є повною частково впорядкованою множиною.

Доведення. Припустимо, що (X,≤) не є повною частково впорядкованою множи-

ною. Тодi з [134, наслiдок 2 з теореми 1] випливає, що (X,≤) не є строго iнду-

ктивною [134, означення 1], тобто не всi непорожнi ланцюги мають точну верхню

межу. Тодi iснує непорожнiй ≤-ланцюг C ⊆ X , що не має супремуму в (X,≤).
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Нехай C ′ є замиканням C (в сенсi означення 2.2.3). Нехай S = X\C ′.

Доведемо, що S задовольняє умову (1) даної теореми.

Нехай x ∈ X . Припустимо, що виконується ∀y ∈ X(x < y ⇒ y ∈ S).

Припустимо, що x /∈ S. Тодi x ∈ C ′. Множина

{
sup≤C

′′ | C ′′ ⊆ C, C ′′ 6= ∅ i C ′′ має супремум
}

є замкненою. Тодi x = sup≤C
′′ для деякого непорожнього ≤-ланцюга C ′′ ⊆ C.

Доведемо, що C i C ′′ є кофiнальними множинами [174]. Нехай c ∈ C. Припустимо,

що для кожного елементу c′′ ∈ C ′′ нерiвнiсть c < c′′ не виконується. Оскiльки

C ′′ ⊆ C, кожний елемент C ′′ є порiвнюваним з c. Тодi c є верхньою межею C ′′.

Тодi x ≤ c. Вiдношення x < c не може виконуватись, оскiльки з нього випливає,

що c ∈ S = X\C ′, але c ∈ C ⊆ C ′. Тому x = c ∈ C. Тодi кожний елемент

y ∈ C, що задовольняє умову x < y належить S. З цього випливає, що x є

найбiльшим елементом C. Тодi x = sup≤C. Це суперечить припущенню, що C

не має супремуму. Таким чином, iснує елемент c′′ ∈ C ′′, такий, що виконується

c < c′′. Оскiльки елемент c ∈ C є довiльним, можемо зробити висновок, що C i C ′′

є кофiнальними множинами. Тодi x = sup≤C i маємо суперечнiсть з припущенням,

що C не має супремуму. Таким чином, x ∈ S.

Тодi S задовольняє умову (1). Слiд зауважити, що множина S є вiдкритою.

Тодi S = X . Тодi C ′ = ∅ i маємо суперечнiсть з тим, що C є непорожнiм ланцюгом.

Таким чином, (X,≤) є повною частково впорядкованою множиною.

3.1.5. Головнi результати пiдроздiлу

Означення 3.1.1. Пiдмножина S ⊆ X у частково впорядкованiй множинi (X,≤)

називається df-iндуктивною, якщо

(1) для кожного x ∈ X , якщо ∀y ∈ X(x < y ⇒ y ∈ S), то x ∈ S;

(2) для кожних елементiв x ∈ X i z ∈ S, таких, що x < z i sup≤[x, z) = z

iснує елемент y ∈ [x, z), такий, що [y, z) ⊆ S.

Принцип iндукцiї для вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих

множин надається наведеною нижче теоремою.

Теорема 3.1.2. Нехай (X,≤) є вiльною вiд алмазiв частково впорядкованою мно-

жиною. Тодi (X,≤) є повною частково впорядкованою множиною тодi i тiльки

тодi, коли єдиною df-iндуктивною пiдмножиною множини X є сама множина X .
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Доведення. Спочатку припустимо, що X є єдиною df-iндуктивною пiдмножиною

X i доведемо, що (X,≤) є повною частково впорядкованою множиною.

Доведемо, що кожна вiдкрита множина S (в сенсi означення 2.2.3 в пiдроздiлi

2.2) задовольняє умову (2) означення 3.1.1. Нехай S ⊆ X є вiдкритою множиною,

а x ∈ X i z ∈ S є такими, що x < z i sup≤[x, z) = z. Припустимо, що для кожного

y ∈ [x, z) маємо [y, z)\S 6= ∅. Тодi множини [x, z) i [x, z)\S є кофiнальними [174].

Позначимо C = [x, z)\S. Тодi sup≤C = z ∈ S. Крiм того, C є ≤-ланцюгом,

оскiльки [x, z)\S ⊆ [x, z] i (X,≤) є вiльною вiд алмазiв. Оскiльки S є вiдкритою

множиною, то C ∩ S 6= ∅. Тодi маємо суперечнiсть з визначенням C = [x, z)\S.

Таким чином, iснує елемент y ∈ [x, z), такий, що [y, z) ⊆ S.

Таким чином, X є єдиною вiдкритою пiдмножиною X , що задовольняє умову

(1) означення 3.1.1. Тодi (X,≤) є повною частково впорядкованою множиною за

теоремою 3.1.1.

Тепер припустимо, що (X,≤) є вiльною вiд алмазiв повною частково впо-

рядкованою множиною i доведемо, що X є єдиною df-iндуктивною пiдмножиною

множини X .

Слiд зауважити, що множина S = X задовольняє умови (1), (2) означення

3.1.1, тому вона є df-iндуктивною. Нехай S ⊆ X . Припустимо, що S є df-

iндуктивною. Доведемо, що S = X .

Спочатку, доведемо, що S є вiдкритою множиною.

Нехай C є непорожнiм ≤-ланцюгом, таким, що sup≤C = z ∈ S.

Доведемо, що C ∩ S 6= ∅. Без втрати загальностi, припустимо, що z /∈ C.

Нехай x є деяким елементом ланцюга C. Слiд зауважити, що x < z.

Нехай C1 = {y ∈ C | x ≤ y}. Тодi C1 є непорожнiм ≤-ланцюгом. Крiм того,

C i C1 є кофiнальними множинами, тому sup≤C1 = z. Оскiльки z /∈ C, то маємо

C1 ⊆ [x, z).

Нехай y ∈ [x, z). Оскiльки sup≤C1 = z, то y не є верхньою межею C1. Тодi

iснує елемент c ∈ C1, такий, що c ≤ y не виконується. Слiд зауважити, що c i y є

порiвнюваними, оскiльки c, y ∈ [x, z] i (X,≤) є вiльною вiд алмазiв. Тодi y < c.

Оскiльки елемент y є довiльним, то множини C1 i [x, z) є кофiнальними. Тодi

sup≤[x, z) = z.

Тодi з умови (2) означення 3.1.1, випливає, що iснує елемент y ∈ [x, z), такий,

що [y, z] ⊆ S. Оскiльки x ≤ y < z i sup≤C = z, то iснує елемент c ∈ C ∩ [x, z],

такий, що c ≤ y не виконується. Слiд зауважити, що c i y є порiвнюваними,
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оскiльки c, y ∈ [x, z] i (X,≤) є вiльною вiд алмазiв. Тодi y < c, тому c ∈ [y, z] ⊆ S

i C ∩ S 6= ∅.

Оскiльки ланцюг C є довiльним, маємо, що S є вiдкритою множиною в

(X,≤). З умови (1) означення 3.1.1, випливає, що S є множиною елементiв, що

мають iндуктивну властивiсть в сенсi [174, твердження 1.2].

Тодi S = X за принципом вiдкритої iндукцiї з [174].

Зауваження 3.1.1. Умови (1), (2) означення 3.1.1 можуть бути вираженi формула-

ми першого порядку в сигнатурi, що включає символи для предикату належностi

множинi S i вiдношення ≤. Також, умова (1) означення 3.1.1 вiдповiдає формулю-

ванню принципу нетерової iндукцiї.

Зауваження 3.1.2. Теорема 3.1.2 може бути переформульована для ациклiчних

АПС (X,→), вважаючи, що ≤ є →∗.

Зауваження 3.1.3. Теорема 3.1.2 є застосовною до лiнiйно впорядкованих множин.

У спецiальному випадку, коли X є дiйсним промiжком [0, 1] i ≤ є обмеженням

порядку, оберненого до звичайного порядку на дiйсних числах, (X,≤) є повною

лiнiйно впорядкованою множиною i з теореми 3.1.2 випливає, що [0, 1] є єдиною

пiдмножиною S ⊆ [0, 1], що задовольняє умови (1)-(2) означення 3.1.1, де (1)-(2)

є еквiвалентними твердженню про те, що S є iндуктивною пiдмножиною [0, 1] у

сенсi роботи [19] про принцип дiйсної iндукцiї.

Нижче буде надане узагальнення теореми 3.1.2.

Означення 3.1.2. Якщо (X,≤) є частково впорядкованою множиною, ланцюг c в

A буде називатись насиченим вниз, якщо

– c є насиченим, тобто для всiх a, b ∈ c i x ∈ X , таких, що a ≤ x ≤ b, якщо

c ∪ {x} є ланцюгом в (X,≤), то x ∈ c;

– c мiстить всi його нижнi межi, тобто ∀x ∈ X ((∀y ∈ c x ≤ y)⇒ x ∈ c).

Будемо позначати як C(A) або C(X,≤) множину всiх насичених вниз ланцюгiв у

частково впорядкованiй множинi A = (X,≤).

Означення 3.1.3. Пiдмножина S ⊆ X у частково впорядкованiй множинi (X,≤)

називається загально iндуктивною вiдносно пiдмножини S ′ ⊆ C(X,≤), якщо

виконуються такi умови:

1. якщо c ∈ S ′ i x є найбiльшим елементом c, то x ∈ S;

2. якщо a ∈ C(X,≤) i ∀b ∈ C(X,≤) (a ⊂ b⇒ b ∈ S ′), то a ∈ S ′;
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3. якщо c ∈ S ′ не має найбiльшого елементу, то iснує елемент a ∈ C(X,≤),

такий, що a ⊂ c i

∀b ∈ C(X,≤) (a ⊆ b ⊆ c⇒ b ∈ S ′).

Лема 3.1.1. Нехай A = (X,≤) є частково впорядкованою множиною, S ⊆ X i

S ′ ⊆ C(A). Якщо S є загально iндуктивною вiдносно S ′, то S = X .

Доведення. Припустимо, що S є загально iндуктивною вiдносно S ′.

Слiд зауважити, що C(A) 6= ∅, оскiльки (X,≤) має деякий максимальний

ланцюг i кожний максимальний ланцюг є насиченим вниз.

Доведемо, що (C(A),⊆) є повною частково впорядкованою множиною (тут ⊆

позначає звуження включення на C(A)×C(A)). Нехай C є непорожнiм ⊆-ланцюгом

у C(A) i a =
⋃
c∈C c. Тодi a є ≤-ланцюгом. Якщо для деяких елементiв x, y ∈ a i

z ∈ X\{a} виконується вiдношення x < z < y, а a ∪ {z} є ≤-ланцюгом, то iснує

елемент c ∈ C, такий, що x, y ∈ c i x < z < y. Крiм того, c ∪ {z} є ≤-ланцюгом i

z ∈ X\{c}, тому c не є насиченим в (X,≤), що суперечить припущенню про те,

що C ∈ C(A). Таким чином, a є насиченим. Якщо x є нижньою межею a в (X,≤),

то x є нижньою межею деякого c ∈ C (оскiльки C 6= ∅), тому x ∈ c (оскiльки c

є насиченим вниз), звiдки x ∈ a. Таким чином, a є насиченим вниз i a ∈ C(A).

Таким чином, у C(A) кожний непорожнiй ⊆-ланцюг має точну верхню межу. Тодi

(C(A),⊆) є повною частково впорядкованою множиною.

Покажемо, що якщо a, b, c ∈ C(A) i a ⊆ c, b ⊆ c, то для всiх x ∈ a i y ∈ b з

умови x ≤ y випливає, що x ∈ b. Нехай a, b, c ∈ C(A), a ⊆ c, b ⊆ c, x ∈ a, y ∈ b i

x ≤ y. Якщо x є нижньою межею b, то x ∈ b, оскiльки b є насиченим вниз. Якщо

x не є нижньою межею b, то iснує елемент z ∈ b, такий, що x ≤ z не виконується.

Тодi z < x, оскiльки x, y ∈ c. Тодi x ∈ b, оскiльки z, y ∈ b, z < x ≤ y, b ∪ {x} ⊆ c є

ланцюгом i b є насиченим.

Аналогiчно, якщо a, b, c ∈ C(A) i a ⊆ c, b ⊆ c, то для всiх x ∈ a i y ∈ b з

умови y ≤ x випливає, що y ∈ a.

Покажемо, що якщо a, b, c ∈ C(A) i a ⊆ c i b ⊆ c, то a i b є ⊆-порiвнюванi.

Нехай a, b, c ∈ C(A) i a ⊆ c, b ⊆ c. Розглянемо такi випадки:

1. a мiстить верхню межу b. Тодi iснує елемент x ∈ a, такий, що y ≤ x для

всiх y ∈ b. Як було показано вище, y ∈ a для всiх y ∈ b. Таким чином, b ⊆ a.

2. a не мiстить верхньої межi b. Тодi для кожного x ∈ a iснує елемент y ∈ b,
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такий, що y ≤ x не виконується, а тому x ≤ y, оскiльки x, y ∈ c i c є

ланцюгом, звiдки x ∈ b. Таким чином, a ⊆ b.

Тодi a, b є ⊆-порiвнюванi. Таким чином, (C(A),⊆) є вiльним вiд алмазiв.

З умови 2 означення 3.1.3 для S i S ′ випливає, що умова 1 означення 3.1.1

виконується для частково впорядкованої множини (C(A),⊆) i пiдмножини S ′.

Покажемо, що умова 2 означення 3.1.1 виконується для (C(A),⊆) i пiдмно-

жини S ′. Нехай a ∈ C(A) i c ∈ S ′ є такими елементами, що a ⊂ c i c є точною

верхньою межею множини {b′ ∈ C(A) | a ⊆ b′ ⊂ c} в (C(A),⊆). Покажемо, що

iснує елемент b ∈ C(A), такий, що a ⊆ b ⊂ c i {b′ ∈ C(A) | b ⊆ b′ ⊂ c} ⊆ S ′.

Позначимо U = {b′ ∈ C(A) | a ⊆ b′ ⊂ c}. Слiд зауважити, що U 6= ∅ i
⋃
U ∈ C(A),

тому c =
⋃
U . Оскiльки X 6= ∅, а множина ∅ не мiстить всiх її нижнiх меж, то

∅ /∈ C(A). Тодi c не є одноелементною множиною.

Доведемо, що c не має найбiльшого елементу. Припустимо, що c має най-

бiльший елемент m. Нехай b′ ∈ C(A) i b′ ⊂ c. Припустимо, що m ∈ b′. Нехай x ∈ c.

Тодi x ≤ m. Тодi, як було показано вище, оскiльки c ⊆ c, b′ ⊆ c, x ∈ c, m ∈ b′ i

x ≤ m, то маємо x ∈ b′. Таким чином, c ⊆ b′, що суперечить тому факту, що b′ ⊂ c.

Таким чином, m /∈ b′. Отже, m /∈
⋃
U . Це суперечить тому факту, що c =

⋃
U .

Таким чином, c не має найбiльшого елементу.

Тодi з умови 3 означення 3.1.3 випливає, що iснує елемент a′ ∈ C(A), такий,

що a′ ⊂ c i ∀b′ ∈ C(A) (a′ ⊆ b′ ⊆ c ⇒ b′ ∈ S ′). Тодi a′ ⊆ c i a ⊆ c, тому, як було

показано вище, a i a′ є ⊆-порiвнюваними. Розглянемо такi випадки:

1. a′ ⊆ a. Нехай b = a. Тодi b ∈ C(A), a ⊆ b ⊂ c. Крiм того,

{b′ ∈ C(A) | b ⊆ b′ ⊂ c} ⊆ S ′, оскiльки, якщо b′ ∈ C(A) i b ⊆ b′ ⊂ c, то

a′ ⊆ b ⊆ b′ ⊆ c, звiдки b′ ∈ S ′.

2. a ⊆ a′. Нехай b = a′. Тодi b ∈ C(A), a ⊆ b ⊂ c. Крiм того,

{b′ ∈ C(A) | b ⊆ b′ ⊂ c} ⊆ S ′, оскiльки, якщо b′ ∈ C(A) i b ⊆ b′ ⊂ c, то

a′ ⊆ b ⊆ b′ ⊆ c, звiдки b′ ∈ S ′.

В обох випадках iснує елемент b ∈ C(A), такий, що a ⊆ b ⊂ c i виконується

включення {b′ ∈ C(A) | b ⊆ b′ ⊂ c} ⊆ S ′.

Таким чином, S ′ = C(A) за теоремою 3.1.2. Слiд зауважити, що для кожного

елементу x ∈ X iснує максимальний ланцюг c в (X,≤), такий, що x ∈ c, i, крiм

того, c ∩ {y ∈ X | y ≤ x} є насиченим вниз ланцюгом, таким, що x є його

найбiльшим елементом. Тодi S = X , оскiльки множина S є загально iндуктивною

вiдносно S′ = C(A).
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Означення 3.1.4. У частково-впорядкованiй множинi (X,≤) виконується загальний

принцип iндукцiї, якщо для будь-яких S ⊆ X та S ′ ⊆ C(X,≤), якщо S є загально

iндуктивною вiдносно S ′, то S = X .

Означення 3.1.5. У АПС (X,→) виконується загальний принцип iндукцiї, якщо

(X,→∗) є частково-впорядкованою множиною та у (X,→∗) виконується загальний

принцип iндукцiї.

Теорема 3.1.3. У будь-якiй частково-впорядкованiй множинi виконується загаль-

ний принцип iндукцiї.

Доведення. Випливає безпосередньо з леми 3.1.1.

Наслiдок 3.1.1. У будь-якiй ациклiчнiй АПС виконується загальний принцип iнду-

кцiї.

З теореми 3.1.3 можуть бути отриманi спецiальнi принципи iндукцiї для дове-

дення унiверсальних властивостей елементiв конкретних впорядкованих структур

або АПС. Бiльш детально це буде розглянуто у пiдроздiлi 3.2.

Приклад 3.1.1. Нехай (X,≤) є множиною цiлих чисел Z зi звичайним лiнiйним

порядком на них. Зафiксуємо множину

S ′ = {{y ∈ X | y ≤ x} | x ∈ S} ∪ {X}.

Тодi умова загальної iндуктивностi множини S ⊆ X вiдносно S ′ зводиться до

таких:

– ((∀b > a b ∈ S)⇒ a ∈ S), що вiдповiдає припущенню принципу нетерової

iндукцiї;

– ∃a ∈ X ∀x ≥ a x ∈ S – додаткова умова (база iндукцiї), необхiдна, оскiльки

у (X,≤) не виконується принцип нетерової iндукцiї.

Таким чином, для доведення того, що предикат P (x), такий, що P (x) ⇔ (x ∈ S),

є iстинним на всiх елементах X , достатньо довести:

((∀b > a b ∈ S)⇒ a ∈ S) ∧ (∃a ∈ X ∀x ≥ a x ∈ S).

Приклад 3.1.2. Нехай (X,≤) є промiжком дiйсних чисел [0, 1] зi звичайним

порядком. Зафiксуємо множину

S ′ = {[0, x] | x ∈ S} ∪ {[0, x) | x ∈ S ∧ x > 0}.
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Тодi умова загальної iндуктивностi множини S ⊆ X вiдносно S ′ зводиться до

таких:

– ∀x ∈ [0, 1] ((x, 1] ⊆ S ⇒ x ∈ S);

– ∀x ∈ (0, 1] (x ∈ S ⇒ ∃y < x [y, x] ⊆ S).

Данi умови вiдповiдають припущенням принципу дiйсної iндукцiї [19], застосова-

ному до ([0, 1],≤−1), тобто до [0, 1] з порядком, оберненим до звичайного.

3.1.6. Принцип поповнення

Однiєю з умов застосовностi теореми 3.1.2 для доведення тверджень вигляду

∀x P (x) у (X,≤) є повнота (X,≤). Якщо (X,≤) не є повною, можна розглянути

пов’язану з нею повну (поповнену) частково впорядковану множину i застосувати

принцип iндукцiї до неї.

Слiд зауважити, що деякi конструкцiї поповнення не є придатними для такого

застосування (наприклад, поповнення Дедекiнда-МакНейла [18]), оскiльки вони

можуть не забезпечувати виконання умови зазначеної теореми.

У цьому пунктi описано пiдхiд до побудови вiльної вiд алмазiв повної пе-

редвпорядкованої множини на основi заданої вiльної вiд алмазiв частково впоряд-

кованої множини, що має властивiсть супремуму (кожна непорожня пiдмножина,

що має верхню межу, має точну верхню межу), але яка не обов’язково є повною

частково впорядкованою множиною. Результат поповнення може бути використа-

ний з теоремою 3.1.2 або з принципом iндукцiї dfinduct2 для вiльних вiд алмазiв

повних вниз передвпорядкованих множин, що буде розглядатись у пунктi 3.1.7.

Нехай X 6= ∅ i (X,≤) є частково впорядкованою множиною. Будемо казати,

що (X,≤) має властивiсть супремуму, якщо кожна непорожня пiдмножина X , що

має верхню межу в (X,≤), має точну верхню межу в (X,≤).

Нехай C∗≤(X) є множиною всiх максимальних (за включенням) ланцюгiв у

(X,≤), якi не мають максимального елементу.

Нехай X = ({0} ×X) ∪ ({1} × C∗≤(X)) i ≤X є бiнарним вiдношенням на X ,

таким, що (i, x) ≤X (j, y) тодi i тiльки тодi, коли одна з таких умов виконується:

– i = j = 0 i x ≤ y;

– i = 0, j = 1 i iснує елемент y′ ∈ y, такий, що x ≤ y′;

– i = j = 1 i x, y є кофiнальними пiдмножинами в (X,≤) [174].

Лема 3.1.2. Якщо (X,≤) є вiльною вiд алмазiв частково впорядкованою множи-

ною, то (X ,≤X ) є вiльною вiд алмазiв передвпорядкованою множиною.
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Доведення. Припустимо, що (X,≤) є вiльною вiд алмазiв. Слiд зауважити, що

≤X є рефлексивним вiдношенням. Крiм того, якщо (i, x) ≤X (j, y) ≤X (k, z), де

i, j, k ∈ {0, 1}, x, y, z ∈ X ∪ C∗≤(X), то має мiсце один з таких випадкiв.

1. i = j = k = 0. Тодi (i, x) ≤X (k, z), оскiльки ≤ є транзитивним

вiдношенням.

2. i = j = k = 1. Тодi x, y i y, z є кофiнальними множинами, тому x, z є

кофiнальними множинами.

3. i = 0, j = k = 1. Тодi x ∈ X , y, z є кофiнальними множинами, i iснує

елемент y′ ∈ y, такий, що x ≤ y′. Тодi iснує елемент z′ ∈ z, такий, що y′ ≤ z′,

тому x ≤ z′. Таким чином, (i, x) ≤X (k, z) виконується.

4. i = j = 0 i k = 1. Тодi x ≤ y i iснує елемент z′ ∈ z, такий, що y ≤ z′, тому

x ≤ z′ i (i, x) ≤X (k, z) виконується.

Таким чином, ≤X є транзитивним вiдношенням.

Тодi (X ,≤X ) є передвпорядкованою множиною. Доведемо, що (X ,≤X ) є

вiльною вiд алмазiв.

Нехай (i, a), (j, b), (k, c), (l, d) ∈ X , де i, j, k, l ∈ {0, 1}, a, b, c, d ∈ X ∪ C∗≤(X).

Припустимо, що (i, a) ≤X (j, b), (i, a) ≤X (k, c) i (j, b) ≤X (l, d), (k, c) ≤X (l, d).

Можливi такi випадки:

1. l = 0. Тодi i = j = k = 0 i a ≤ b, a ≤ c, b ≤ d, c ≤ d, звiдки b ≤ c

або c ≤ d, оскiльки (X,≤) є вiльною вiд алмазiв, тому (j, b) ≤X (k, c) або

(k, c) ≤X (j, b).

2. i = 1. Тодi j = k = l = 1 i b, d є кофiнальними множинами i c, d

є кофiнальними множинами. Тодi b, c є кофiнальними множинами, звiдки

(j, b) ≤X (k, c).

3. i = 0 i l = 1. Тодi можливi такi пiдвипадки:

– j = 1. Тодi b, d є кофiнальними множинами, тому (l, d) ≤X (j, b), тому

(k, c) ≤X (j, b) за транзитивнiстю ≤X (показаною вище).

– k = 1. Тодi c, d є кофiнальними множинами, тому (l, d) ≤X (k, c), тому

(j, b) ≤X (k, c) за транзитивнiстю ≤X (показаною вище).

– j = k = 0. Тодi a ≤ b, a ≤ c, d ∈ C∗≤(X) i iснують елементи d′, d′′ ∈ d,

такi, що b ≤ d′ i c ≤ d′′. Крiм того, d′ ≤ d′′ або d′′ ≤ d′, оскiльки d

є ≤-ланцюгом. Тодi за транзитивнiстю вiдношення ≤, виконується або

a ≤ b ≤ d′′ i a ≤ c ≤ d′′, або a ≤ b ≤ d′ i a ≤ c ≤ d′. Слiд зауважити,

що a, b, c, d′, d′′ ∈ X i (X,≤) є вiльною вiд алмазiв, тому b i c є ≤-
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порiвнюваними. Тодi (j, b) ≤X (k, c) або (k, c) ≤X (j, b).

Отже, (X ,≤X ) є вiльною вiд алмазiв передвпорядкованою множиною.

Лема 3.1.3. Припустимо, що (X,≤) є вiльною вiд алмазiв частково впорядкованою

множиною. Нехай C1, C2 є ланцюгами у (X,≤) i ∀x ∈ C1 ∃y ∈ C2 x ≤ y. Тодi для

кожного елементу x0 ∈ X множина {x ∈ C1 ∪ C2 | x0 ≤ x} є ланцюгом в (X,≤).

Доведення. Нехай x0 ∈ X . Нехай a, b ∈ C1 ∪ C2 є такими елементами, що x0 ≤ a i

x0 ≤ b. Доведемо, що a, b є ≤-порiвнюваними. Без втрати загальностi, припустимо,

що a ∈ C1 i b ∈ C2. За припущенням, для елементу a iснує елемент y ∈ C2,

такий, що a ≤ y. Нехай y′ є ≤-найбiльшим елементом множини {b, y} (який iснує,

оскiльки C2 є ланцюгом). Тодi x0 ≤ b ≤ y′ i x0 ≤ a ≤ y ≤ y′, тому a i b є ≤-

порiвнюваними, оскiльки (X,≤) є вiльною вiд алмазiв.

Таким чином, {x ∈ C1 ∪ C2 | x0 ≤ x} є ланцюгом в (X,≤).

Конструкцiя поповнення описана у наведенiй нижче теоремi.

Теорема 3.1.4. Якщо (X,≤) є вiльною вiд алмазiв повною частково впорядкованою

множиною, що має властивiсть супремуму, то (X ,≤X ) є вiльною вiд алмазiв

повною передвпорядкованою множиною.

Доведення. Припустимо, що (X,≤) є вiльною вiд алмазiв повною частково впо-

рядкованою множиною, що має властивiсть супремуму. За лемою 3.1.2 (X ,≤X ) є

вiльною вiд алмазiв передвпорядкованою множиною.

Нехай C ⊆ X є непорожнiм ≤X -ланцюгом. Доведемо, що C має точну верхню

межу в (X ,≤X ). Можливi такi два випадки.

Випадок 1. Iснує елемент c ∈ C∗≤(X), такий, що (1, c) ∈ C. Тодi з визначення

вiдношення ≤X випливає, що (1, c) є ≤X -найбiльшим елементом у C, оскiльки C є

≤X -ланцюгом. Тодi C має супремум в (X ,≤X ).

Випадок 2. C ⊆ {0}×X . Нехай c = {x ∈ X | (0, x) ∈ C). Тодi c є непорожнiм

≤-ланцюгом, оскiльки C є непорожнiм ≤X -ланцюгом.

Розглянемо такi два пiдвипадки.

Пiдвипадок 2.1: c має верхню межу в (X,≤). Тодi c є непорожньою, обме-

женою згори пiдмножиною в (X,≤), тому c має точну верхню межу в (X,≤) за

властивiстю супремуму. Позначимо цю точну верхню межу як x∗. Тодi (0, x∗) ∈ X

є верхньою межею ланцюга C в (X ,≤X ), оскiльки C ⊆ {0} ×X .

Доведемо, що (0, x∗) є точною верхньою межею ланцюга C в (X ,≤X ).
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Нехай (i, x) є верхньою межею C в (X ,≤X ). Покажемо, що (0, x∗) ≤X (i, x).

Якщо i = 0, то x ∈ X i (0, x′) ≤X (0, x) для всiх елементiв x′ ∈ c, звiдки x є

верхньою межею c в (X,≤), тому x∗ ≤ x i (0, x∗) ≤X (i, x).

Розглянемо випадок, коли i = 1.

Спочатку припустимо, що немає пари (a0, x0), такої, що a0 ∈ c, x0 ∈ x i

x0 ≤ a0. Нехай a′0 є деяким елементом c (який iснує, оскiльки c 6= ∅). Маємо

x ∈ C∗≤(X) i (0, a) ≤X (1, x) для всiх елементiв a ∈ c, звiдки для кожного елементу

a ∈ c iснує елемент x′ ∈ x, такий, що a ≤ x′. Тодi за лемою 3.1.3, {t ∈ c∪x | a′0 ≤ t}

є ланцюгом в (X,≤). Нехай x′0 ∈ x є елементом, таким, що a′0 ≤ x′0 (який iснує, як

було зазначено вище). Тодi x′0 ∈ {t ∈ c ∪ x | a
′
0 ≤ t}. Тодi x′0 є верхньою межею

{t ∈ c | a′0 ≤ t}, оскiльки в iншому випадку, iснує елемент t ∈ c, такий, що a′0 ≤ t

i t 6≤ x′0, звiдки x′0 ≤ t (оскiльки тут x′0 i t належать ≤-ланцюгу), що суперечить

припущенню про вiдсутнiсть пари (a0, x0), такої, що a0 ∈ c, x0 ∈ x i x0 ≤ a0. Слiд

зауважити, що x∗ є точною верхньою межею множини {t ∈ c | a′0 ≤ t} (оскiльки c

i {t ∈ c | a′0 ≤ t} є кофiнальними) в (X,≤), тому x∗ ≤ x′0. Крiм того, x′0 ∈ x. Таким

чином, (0, x∗) ≤X (1, x) = (i, x).

Тепер, припустимо, що iснують елементи a0 ∈ c i x0 ∈ x, такi, що x0 ≤ a0.

Маємо x ∈ C∗≤(X) i (0, a) ≤X (1, x) для всiх a ∈ c, звiдки для кожного елементу

a ∈ c iснує елемент x′ ∈ x, такий, що a ≤ x′. Тодi за лемою 3.1.3 множина

{t ∈ c ∪ x | x0 ≤ t} є ланцюгом в (X,≤). Припустимо, що для кожного елементу

x′ ∈ x iснує елемент a ∈ c, такий, що x′ ≤ a. Тодi ланцюг x обмежений згори

елементом x∗. Тодi x∗ є максимальним елементом x (оскiльки x ∈ C∗≤(X) i x є

максимальним), i отримуємо суперечнiсть з тим фактом, що x ∈ C∗≤(X). Таким

чином, iснує елемент x′ ∈ x, такий, що для всiх a ∈ c виконується x′ 6≤ a.

Нехай x′′ є ≤-найбiльшим елементом множини {x0, x′} (який iснує, оскiльки x

є ≤-ланцюгом). Тодi x′′ ∈ {t ∈ c ∪ x | x0 ≤ t} i для всiх a ∈ c виконується

x′′ 6≤ a (оскiльки в iншому випадку x′ ≤ x′′ ≤ a для деякого a ∈ c). Тодi для

кожного елементу a ∈ c, якщо x0 ≤ a, то a ≤ x′′ (оскiльки в цьому випадку a

i x′′ є ≤-порiвнюваними). Зокрема, для кожного елементу a ∈ c з умови a0 ≤ a

випливає, що a ≤ x′′ (оскiльки x0 ≤ a0). Тодi x′′ є верхньою межею множини

{a ∈ c | a0 ≤ a}. Слiд зауважити, що x∗ є точною верхньою межею множини

{a ∈ c | a0 ≤ a} (оскiльки c i {a ∈ c | a0 ≤ a} є кофiнальними), тому x∗ ≤ x′′. Крiм

того, x′′ ∈ x, тому (0, x∗) ≤X (1, x) = (i, x).

Отже, ланцюг C має точну верхню межу в (X ,≤X ).
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Пiдвипадок 2.2: c не має верхньої межi в (X,≤). За лемою Цорна iснує

максимальний за включенням ≤-ланцюг cm в (X,≤), такий, що c ⊆ cm.

Слiд зауважити, що cm не має ≤-максимального елементу (оскiльки c не

має верхньої межi), тому cm ∈ C∗≤(X). Тодi (1, cm) ∈ X i (0, a) ≤X (1, cm) для

кожного елементу a ∈ c ⊆ cm. Тодi (1, cm) є верхньою межею C в (X ,≤X ), оскiльки

C ⊆ {0} ×X .

Доведемо, що (1, cm) є точною верхньою межею C в (X ,≤X ).

Нехай (i, x) є верхньою межею C в (X ,≤X ). Покажемо, що (1, cm) ≤X (i, x).

Слiд зауважити, що i = 1, оскiльки в iншому випадку x ∈ X i (0, a) ≤X (0, x) для

всiх a ∈ c, звiдки a ≤ x для всiх a ∈ c, що суперечить припущенню про те, що c

не має верхньої межi в (X,≤). Тодi x ∈ C∗≤(X).

Доведемо, що c i x є кофiнальними множинами в (X,≤).

Оскiльки (i, x) є верхньою межею C, маємо (0, a) ≤X (1, x) для всiх a ∈ c.

Тодi для кожного елементу a ∈ c iснує елемент x′ ∈ x, такий, що a ≤ x′. Тодi за

лемою 3.1.3, для будь-якого x0 ∈ X множина {t ∈ c ∪ x | x0 ≤ t} є ланцюгом в

(X,≤). Тодi {a ∈ c | x0 ≤ a} ⊆ x для будь-якого x0 ∈ x, оскiльки в iншому випадку

iснує елемент a ∈ {t ∈ c ∪ x | x0 ≤ t}, такий, що a /∈ x i a є ≤-порiвнюваним з

усiма елементами t з x, такими, що x0 ≤ t, тому x ∪ {a} є ≤-ланцюгом i власною

надмножиною x, що суперечить тому факту, що x ∈ C∗≤(X).

Доведемо, що для кожного x′ ∈ x iснує елемент a ∈ c, такий, що x′ ≤ a.

Спочатку доведемо, що iснує пара (a0, x0), така, що a0 ∈ c, x0 ∈ x i x0 ≤ a0.

Припустимо, що не iснує пари (a0, x0), такої, що a0 ∈ c, x0 ∈ x i x0 ≤ a0. Нехай a′0 є

деяким елементом c (який iснує, оскiльки c є непорожнiм). Як було зазначено вище,

множина {t ∈ c∪x | a′0 ≤ t} є ланцюгом в (X,≤). Нехай x′0 ∈ x є елементом, таким,

що a′0 ≤ x′0 (який iснує, як було зазначено вище). Тодi x′0 ∈ {t ∈ c ∪ x | a
′
0 ≤ t}.

Тодi x′0 є верхньою межею множини {t ∈ c | a′0 ≤ t}, оскiльки в iншому випадку

iснує елемент t ∈ c такий, що a′0 ≤ t i t 6≤ x′0, звiдки x′0 ≤ t (оскiльки тут x′0 i t

належать ≤-ланцюгу), що суперечить припущенню про вiдсутнiсть пари (a0, x0),

такої, що a0 ∈ c, x0 ∈ x i x0 ≤ a0. Тодi x′0 є верхньою межею c (оскiльки a′0 ∈ c i

c є ≤-ланцюгом), що суперечить припущенню про те, що c не має верхньої межi в

(X,≤).

Таким чином, iснує пара (a0, x0), така, що a0 ∈ c, x0 ∈ x i x0 ≤ a0.

Нехай x′ ∈ x. Припустимо, що для всiх a ∈ c виконується x′ 6≤ a.

Слiд зауважити, що {a ∈ c | a0 ≤ a} ⊆ {a ∈ c | x0 ≤ a} ⊆ x. Тодi для
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кожного елементу a ∈ c, такого, що a0 ≤ a, елементи a i x′ належать ≤-ланцюгу,

тому a ≤ x′. Тодi, оскiльки a0 ∈ c i c є ≤-ланцюгом, то x′ є верхньою межею c, що

суперечить припущенню про те, що c не має верхньої межi в (X,≤). Таким чином,

iснує елемент a ∈ c, такий, що x′ ≤ a.

Враховуючи, що для кожного елементу a ∈ c iснує елемент x′ ∈ x, такий, що

a ≤ x′ (як було зазначено вище), можемо зробити висновок, що c i x є кофiналь-

ними множинами в (X,≤). Слiд зауважити, що c є кофiнальною пiдмножиною cm,

оскiльки в iншому випадку iснує елемент a ∈ cm, такий, що a 6≤ y для всiх y ∈ c,

тому y ≤ a для всiх y ∈ c, що суперечить припущенню про те, що c не має верх-

ньої межi в (X,≤). Тодi cm i x є кофiнальними множинами в (X,≤). Таким чином,

(1, cm) ≤X (i, x).

Отже, ланцюг C має супремум в (X ,≤X ).

Таким чином, (X ,≤X ) є повною передвпорядкованою множиною.

3.1.7. Формалiзацiя в системi iнтерактивного доведення теорем

У [85] надана формалiзацiя в Isabelle/HOL принципу iндукцiї, аналогiчного

тому, що наданий в означеннi 3.1.1 i теоремi 3.1.2, але для вiльних вiд алмазiв

повних вниз частково впорядкованих множин (де кожний непорожнiй ланцюг має

точну нижню межу) замiсть вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих

множин (ця змiна не є суттєвою, оскiльки можна розглянути частково впорядко-

вану множину з оберненим порядком). Дана формалiзацiя побудована на основi

iснуючої формалiзацiї [154] принципу вiдкритої iндукцiї Рауля (що також викори-

стовує повнi вниз порядки).

Бiльш детально, у [85] наведене формальне доведення такого твердження

dfinduct в Isabelle/HOL (де позначення lb P B x означає, що множина B має

нижню межу x в сенсi бiнарного вiдношення P , як визначено у [154], glbrel

формалiзує поняття точної нижньої межi, dc_onrel формалiзує умову повноти

вниз, а df_on виражає умову, що множина є вiльною вiд алмазiв):

definition glbrel where

"glbrel P A B x ≡ lb P B x ∧ (∀ y ∈ A. lb P B y −→ P y x)"

definition dc_onrel where

"dc_onrel P A ≡ ∀ C. chain_on P C A ∧ C 6= {} −→

(∃ x∈A. glbrel P A C x)"
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definition df_on where

"df_on P A ≡ ∀ a b c d. (a∈A ∧ b∈A ∧ c∈A ∧ d∈A ∧

P a b ∧ P b d ∧ P a c ∧ P c d −→ P b c ∨ P c b)"

lemma ( in order) dfinduct:

assumes dccond: "dc_onrel (op ≤) UNIV"

and dfcond: "df_on (op ≤) UNIV"

and cond: "
∧
z x. (Q z ∧ z<x ∧ (∀ e . (z<e ∧ e≤x −→

(∃ e’ . z<e’∧e’<e)))) =⇒

(∃ y . z<y ∧ y≤x ∧ (∀ t . z<t ∧ t≤y −→ Q t))"

and ind: "
∧
x. (

∧
y. y < x =⇒ Q y) =⇒ Q x"

shows "Q x"

Слiд зауважити, що тут ≤ є частковим порядком, dccond є припущенням

про повноту вниз, dfcond означає, що частково впорядкована множина є вiльною

вiд алмазiв, ind вiдповiдає умовi (1) означення 3.1.1, а cond вiдповiдає умовi (2)

означення 3.1.1, сформульованому без використання позначень вигляду [x, y], [x, y)

для промiжкiв у частково впорядкованiй множинi.

У [85] також наведене узагальнення цього твердження на передвпорядкованi

множини:

lemma ( in preorder) dfinduct2:

assumes dccond: "dc_onrel (op ≤) UNIV"

and dfcond: "df_on (op ≤) UNIV"

and ind1: "
∧
x. (

∧
y. y < x =⇒ Q y) =⇒ Q x"

and ind2: "
∧
z x. (Q z ∧ z<x ∧ (∀ e . (z<e ∧ e≤x −→

(∃ e’ . z<e’∧e’<e)))) =⇒

(∃ y . z<y ∧ y≤x ∧ (∀ t . z<t ∧ t≤y −→ Q t))"

shows "Q x"

Альтернативне (бiльш явне) формулювання принципу dfinduct2 у [85] має

такий вигляд (де dcorder позначає повнi вниз передпорядки, визначенi у [154]):

theorem ( in dcorder) df_induction:
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assumes

diamond_free: "∀ a b c d . (a ≤ b ∧ b ≤ d) ∧ (a ≤ c ∧ c ≤ d)

−→ (b ≤ c) ∨ (c ≤ b)"

and ind1: "∀ x. (∀ y. y < x −→ P y) −→ P x"

and ind2: "∀ z x. (P z ∧ z < x ∧ (∀ e . (z<e ∧ e≤x −→

(∃ e’ . z<e’∧e’<e))) ) −→

(∃ y . z<y ∧ y≤x ∧ (∀ t . z<t ∧ t≤y −→ P t))"

shows "∀ x . P x"

3.2. Узагальненi принципи iндукцiї для частково впорядкованих множин

i ациклiчних АПС

3.2.1. Попереднi зауваження

Принципи iндукцiї для натуральних чисел, фундованої iндукцiї i дiйсної

iндукцiї [46, 19, 20] мають деякi спiльнi риси. А саме, кожен з цих принципiв

1. має конкретний синтаксичний вираз (наприклад, принцип фундованої iнду-

кцiї для частково впорядкованих множин може бути виражений у формi фор-

мули, що включає символ ≤ для позначення вiдношення порядку i символ P

для унарного предикату на частково впорядкованiй множинi);

2. дозволяє отримати доведення того, що даний предикат P на множинi X є

iстинними на X за допомогою припущення (гiпотези iндукцiї) про те, що P

є iстинним на деяких iнших елементах X (наприклад, можна довести, що

n < 2n для всiх n ∈ N, використовуючи припущення про те, що n′ < 2n
′
для

всiх n′ < n).

З цього випливає природне питання про те, яким чином вищезазначенi за-

гальнi риси 1, 2 можуть бути формалiзованi. Також, оскiльки iндуктивнi доведення

часто пов’язанi з впорядкованими множинами, то iнше питання – якi принципи

iндукцiї, що мають риси 1, 2, є застосовними до широкого класу частково впо-

рядкованих множин. Слiд зауважити, що деякi принципи доведення унiверсальних

властивостей елементiв можуть бути застосовними до довiльних частково впоряд-

кованих множин, але, при цьому, вони можуть бути тривiальними в певному сенсi.

Такi випадки бажано виключити з розгляду.

Також, слiд зауважити, що хоча згаданi вище принципи фундованої та дiйсної

iндукцiї є безпосередньо застосовними до задачi доведення ∀x ∈ X P (x) тiльки
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коли X має необхiдну структуру, якщо X не має цiєї структури, цi принципи

можуть бути опосередковано застосовнi до задачi доведення ∀x ∈ X P (x) в тому

сенсi, що можливо перетворити предикат P на X у еквiвалiдний предикат Q на

iншiй множинi Y (тобто ∀y ∈ Y Q(y) тодi i тiльки тодi, коли ∀x ∈ X P (x)) з

необхiдною для обраного принципу iндукцiї структурою. Практична користь вiд

такого перетворення може залежати вiд того, яким чином P визначено i якi його

властивостi вiдомi. Наприклад, припускаючи аксiому вибору, будь-яка множина

може бути цiлком впорядкована, тому, в цьому сенсi, принцип фундованої iндукцiї

є опосередковано застосовним до будь-якого предикату на будь-якiй множинi.

Наприклад, такою множиною може бути дiйсний промiжок [0, 1] (можна визначити

Y = ([0, 1],≤wo), де ≤wo є цiлком впорядкуванням [0, 1] i Q(y) ⇔ P (y) для всiх

y ∈ [0, 1]), але цей факт може не бути практично корисним, якщо iстиннiсть

P зручно доводити спираючись на звичайний порядок на [0, 1] (в останньому

випадку, принцип дiйсної iндукцiї є бiльш практично корисним, нiж принцип

фундованої iндукцiї). Щодо цього виникає питання про те, яким чином подiбне

опосередковане застосування принципiв iндукцiї може бути формалiзоване.

Щоб надати вiдповiдi на вищезазначенi питання, у даному пiдроздiлi:

– пропонується пiдхiд до формалiзацiї принципiв iндукцiї, що розглядає прин-

цип iндукцiї як правило, виражене за допомогою мови логiки першого поряд-

ку, яке може бути використане для доведення того, що властивiсть P викону-

ється для всiх елементiв певної множини за допомогою припущення про те,

що P виконується для деяких її елементiв; також пропонується формалiзацiя

поняття непрямого (опосередкованого) застосування принципу iндукцiї;

– цей пiдхiд застосовано до принципiв iндукцiї для частково впорядкованих

множин; на базi принципу iндукцiї для вiльних вiд алмазiв повних частково

впорядкованих множин (що описаний у пiдроздiлi 3.1) отримано фiксований

принцип iндукцiї I, що є опосередковано застосовним до всiх частково

впорядкованих множин в тому сенсi, що можливо перетворити дану частково

впорядковану множину A на частково впорядковану множину A′ i даний

предикат P на A на предикат P ′ на A′ таким чином, що

1. A′ належить класу частково впорядкованих множин, для яких I є

застосовним;

2. P ′ є всюди iстинним на A′ тодi i тiльки тодi, коли P є всюди iстинним

на A.
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Данi результати можуть бути застосованi до ациклiчних АПС (X,→), якщо

розглядати →∗ як частковий порядок.

Пiдроздiл структуровано таким чином: у пунктi 3.2.3 введено поняття пря-

мого принципу iндукцiї, вираженого за допомогою мови логiки першого порядку,

у пунктi 3.2.4 введено поняття непрямого принципу iндукцiї, у пунктi 3.2.5 вище-

згаданi поняття застосованi до частково впорядкованих множин.

3.2.2. Позначення i термiни

Будемо позначати як Bool множину iстиннiсних значень {False, True}.

Нижче будуть використовуватись поняття сигнатури, мови першого порядку,

iнтерпретацiї, що визначенi вiдповiдно до [188], однак, замiсть термiну “символ

вiдношення” (сигнатури) буде використовуватись термiн “предикатний символ”.

Скiнченна багатосортна сигнатура Σ [188] є трiйкою (Sorts, Pr, Func), де

– Sorts є скiнченною множиною елементiв, що будуть називатись сортами;

– Pr є скiнченною множиною елементiв, що будуть називатись предикатними

символами, разом з функцiєю ar : Pr → Sorts∗ (де Sorts∗ позначає множину

скiнченних послiдовностей елементiв множини Sorts), що асоцiює арнiсть з

кожним предикатним символом;

позначення вигляду p : A1 × ... × An → Bool буде використовуватись, щоб

вказати, що p є предикатним символом з ar(p) = A1...An (моноширинний

шрифт в Bool буде використовуватись, щоб пiдкреслити, що p позначає

символ, а не функцiю, що приймає значення в множинi Bool);

– Func є скiнченною множиною елементiв, що будуть називатись функцiональ-

ними символами, разом з функцiєю 〈dom, cod〉 : Func → Sorts∗ × Sorts, що

асоцiює арнiсть iз кожним функцiональним символом; позначення вигляду

f : A1 × ...×An → B буде використовуватись, щоб вказати, що f є функцiо-

нальним символом з 〈dom, cod〉(f) = 〈A1...An, B〉.

Будемо припускати, що множини Sorts, Pr, Func попарно не перетинаються.

Нехай (VS)S∈Sorts є iндексованою сiм’єю множин, що попарно не перетинаються.

Елементи цих множин будуть називатись змiнними: x ∈ VS є змiнною сорту S.

З сигнатурою Σ будемо пов’язувати множину (не обов’язково правильно ти-

пiзованих) формул першого порядку, визначених такою граматикою (де ∗ позначає

нуль або бiльше повторiв):

Formula ::= AtomicFormula | ¬Formula | Formula∨ Formula

| Formula∧ Formula | Formula→ Formula
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| ∀V ariable Formula | ∃V ariable Formula

AtomicFormula ::= False | True | Term = Term | Pr(Term∗)

Term ::= V ariable | Func(Term∗)

Тут припускається, що Pr i Func приймають у якостi значень предикатнi i

функцiональнi символи з Σ, V ariable приймає значення у
⋃
S∈Sorts VS , а False,

True є позначеннями для вiдповiдних логiчних констант.

Множиною замкнених термiв Σ, що буде позначатись як GT (Σ), є множина

всiх термiв t ∈ Term, таких, що t не мiстить змiнних (у якостi пiдтерму).

Мовою першого порядку Σ, що буде позначатись як F (Σ), є множина

всiх формул Φ ∈ Formula, таких, що wt(Φ′) є iстинним для кожної атомарної

пiдформули Φ′ в Φ, де

1. wt : AtomicFormula ∪ Term → Bool є предикатом перевiрки типу, що

визначений таким чином:

– wt(False) є iстинним, wt(True) є iстинним;

– wt(t1 = t2)⇔ (type(t1) = type(t2)∧wt(t1)∧wt(t2)), якщо t1, t2 ∈ Term;

– wt(p(t1, ..., tn)) ⇔ (ar(p) = type(t1)...type(tn) ∧
∧n
i=1wt(ti)), якщо p є

предикатним символом, n ≥ 0 i t1, ..., tn ∈ Term;

– wt(f(t1, ..., tn))⇔ (dom(f) = type(t1)...type(tn) ∧
∧n
i=1wt(ti)), якщо f є

функцiональним символом, n ≥ 0 i t1, ..., tn ∈ Term;

2. type : Term→ Sorts є функцiєю, визначеною таким чином:

– type(x) = S для кожних S ∈ Sorts i x ∈ VS;

– type(f(t1, ..., tn)) = cod(f), якщо t1, ..., tn належать Term.

Також, будемо використовувати таку пiдмножину F (Σ):

– F→,∧,∀(Σ) є множиною усiх формул Φ ∈ F (Σ), що не мiстять ¬,∨, ∃.

Iнтерпретацiєю Σ будемо називати функцiю I , що асоцiює

1. непорожню множину (що буде позначатись як I(S)) iз кожним S ∈ Sorts;

2. тотальну функцiю (предикат) I(p) : I(A1) × ... × I(An) → Bool iз кожним

предикатним символом p : A1 × ...× An → Bool в Pr;

3. тотальну функцiю I(f) : I(A1)× ...× I(An)→ I(A) iз кожним функцiональ-

ним символом f : A1 × ...× An → A в Func.

Будемо припускати, що кожна iнтерпретацiя I є неявно продовженою з Sorts,

Pr, Func на GT (Σ), тобто якщо I є iнтерпретацiєю i t є замкненим термом, то I(t)

є значенням в I(type(t)), визначеним у вiдповiдностi з рекурсивним визначенням:

I(f(t1, ..., tn)) = I(f)(I(t1), ..., I(tn)) для кожних f ∈ Func i n ≥ 0, таких, що
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n є довжиною dom(f) (що розглядається як рядок сортiв).

Також будемо припускати, що кожна iнтерпретацiя I є неявно продовженою

з Sorts, Pr, Func на речення (замкненi формули, англ. sentence) в F (Σ), тобто

якщо I є iнтерпретацiєю i Φ є реченням у F (Σ), то I(Φ) є iстиннiсним значенням

(“iстинне” або “хибне”), що отриманим вiдповiдно до таких визначень (що можуть

розглядатись як iндуктивнi за кванторним рангом формули):

– I(False) є хибним, I(True) є iстинним;

– I(t1 = t2) є iстинним, якщо I(t1) = I(t2), де t1, t2 є замкненими термами;

– I(p(t1, ..., tn)) є iстинним, якщо I(p)(I(t1), ..., I(tn)) є iстинним, де p ∈ Pr,

n ≥ 0 є такими, що n є довжиною ar(p), а t1, ..., tn є замкненими термами;

– I(¬Φ) є iстинним, якщо I(Φ) є хибним;

– I(Φ1 ∨ Φ2) є iстинним, якщо I(Φ1) є iстинним або I(Φ2) є iстинним;

– I(Φ1 ∧ Φ2) є iстинним, якщо I(Φ1) є iстинним i I(Φ2) є iстинним;

– I(Φ1 → Φ2) є iстинним, якщо I(Φ1) є хибним або I(Φ2) є iстинним;

– I(∀xΦ) є iстинним, якщо J(Φ[x 7→ c]) є iстинним для будь-якої iнтерпретацiї

J сигнатури Σc, що погоджується з I на всiх сортах i символах Σ, де Σc є

сигнатурою Σ з доданою новою константою (нуль-арним функцiональним

символом) c з cod(c) = S, де S є (єдиним) сортом, таким, що x ∈ VS,

а Φ[x 7→ c] є формулою в F (Σc), отриманою з Φ пiдстановкою c замiсть

кожного вiльного входження x в Φ;

– I(∃xΦ) є iстинним, якщо J(Φ[x 7→ c]) є iстинним для деякої iнтерпретацiї

J сигнатури Σc, що погоджується з I на всiх сортах i символах Σ, де Σc
визначено як вище.

Будемо називати Σ-структурою алгебраїчну структуру сигнатури Σ (з носiя-

ми, предикатами i операцiями, асоцiйованими з сортами, предикатними символами

i функцiональними символами Σ).

Будемо казати, що I є iнтерпретацiєю Σ у даному класi Σ-структур M,

якщо iснує Σ-структура M ∈ M, така, що I асоцiює з Sorts, Pr, Func з Σ тi ж

значення, що M .

Також, будемо використовувати поняття розмiченої транзицiйної системи i

вiдношення бiсимуляцiї [181], що визначенi таким чином.

Розмiчена транзицiйна система [181] є трiйкою (Q,Λ,→), де

– Q є множиною елементiв, що будуть називатись станами;

– Λ є множиною елементiв, що будуть називатись мiтками;
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– → ⊆ Q× Λ×Q є вiдношенням, що буде називатись вiдношенням переходу.

Слiд зауважити, що згiдно даного визначення, розмiчена транзицiйна система

не має видiлених початкових станiв.

Якщо (Q,Λ,→) є розмiченою транзицiйною системою, будемо використову-

вати позначення q1
λ
→ q2 для (q1, λ, q2) ∈ →.

Нехай Li = (Qi,Λ,→i), i = 1, 2 є розмiченими транзицiйними системами.

Будемо називати вiдношення R ⊆ Q1 ×Q2 симуляцiєю [181] мiж L1 i L2, якщо для

кожних q1, q′1 ∈ Q1, λ ∈ Λ i q2 ∈ Q2 виконується iмплiкацiя

q1
λ
→1 q

′
1 ∧ q1Rq2 ⇒ ∃q

′
2 ∈ Q2 (q2

λ
→2 q

′
2 ∧ q

′
1Rq

′
2).

Вiдношення R ⊆ Q1 × Q2 буде називатись бiсимуляцiєю [181, 179] мiж L1 i L2,

якщо R є симуляцiєю мiж L1, L2 i R−1 є симуляцiєю мiж L2, L1.

Також, у даному пiдроздiлi будемо припускати, що

– частково впорядкованi множини є непорожнiми;

– порожня множина є ланцюгом, але не є спрямованою множиною.

3.2.3. Прямi принципи FO iндукцiї

3.2.3.1. Iдея принципiв FO iндукцiї

Розглянемо iдею загальної формалiзацiї принципiв iндукцiї, як було вказано у

пiдроздiлi 3.2.1. Спочатку зауважимо, що принцип iндукцiї для натуральних чисел

може бути виражений як правило

P (0) ∧ ∀x (P (x)→ P (x+ 1))

∀x P (x)
(3.3)

Його засновок

P (0) ∧ ∀x (P (x)→ P (x+ 1)) (3.4)

може розглядатись як формула в мовi формул першого порядку в сигнатурi,

що включає функцiональнi символи для 0, 1,+ з доданим унарним предикатним

символом для P . При цьому, у доведеннях за iндукцiєю рiзнi входження пiдформул

вигляду P (t) у (3.4), де t позначає терм, використовуються рiзним чином: P (x)

використовується як припущення, в той час, як P (0) (“база iндукцiї”) i P (x + 1)

мають бути доведенi. Щоб пiдкреслити цю рiзницю, введемо новий унарний
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предикатний символ H (“гiпотеза”), переформулюємо (3.4) як

P (0) ∧ ∀x (H(x)→ P (x+ 1)) (3.5)

i замiнимо правило (3.3) на таке:

P (0) ∧ ∀x (H(x)→ P (x+ 1)), ∀x (P (x)↔ H(x))

∀x P (x) .
(3.6)

Будемо вважати (3.6) поданням принципу iндукцiї для натуральних чисел.

Подiбнi за формою подання можуть бути отриманi i деяких iнших вiдомих

принципiв iндукцiї (наприклад, для фундованої iндукцiї для частково впорядкова-

них множин та для принципу дiйсної iндукцiї [19, 20]).

Враховуючи це, у пiдпунктi 3.2.3.2 принцип iндукцiї в загальному випад-

ку (що буде названо (прямим) принципом FO псевдоiндукцiї ) буде визначено як

формулу, подiбну до (3.5) (що може включати символ для P , тобто властивостi,

яку потрiбно довести i H , тобто гiпотези, але може вiдрiзнятись вiд (3.5) i може

включати символи операцiй та вiдношень, вiдмiннi вiд “+”), що робить правило

типу (3.6) коректним у всiх iнтерпретацiях у даному класi структур. Однак слiд

зауважити, що деякi з таких формул (наприклад, ∀xP (x)) не подають принципи

доведення унiверсальних властивостей елементiв, якi можна назвати iндуктивними

в iнтуїтивному сенсi, оскiльки вони не використовують (суттєво) гiпотезу iндукцiї.

Через це будуть запропонованi обмеження на вигляд таких формул, що дозволять

виключити з розгляду деякi подiбнi випадки. Формули, що задовольняють таким

обмеженням будуть названi принципами FO iндукцiї зi спецiальними властивостя-

ми, наприклад, з властивiстю нетривiальностi (означення 3.2.4).

3.2.3.2. Визначення принципiв FO iндукцiї

Нехай Σ є скiнченною багатосортною сигнатурою i D (“область”) є одним з

сортiв Σ. Для кожного сорту S в Σ нехай xS i xSi , i ∈ N0 є рiзними iменами змiнних

сорту S (якi не збiгаються з жодним символом Σ).

Використовуючи позначення пункту 3.2.2, нехай F (Σ) є мовою формул

першого порядку у Σ (з рiвнiстю, логiчними сполучниками ¬, ∨, ∧,→ i логiчними

константами False i True) з iменами змiнних з {xS} ∪ {xSi | i ∈ N0} для кожного

сорту S в Σ.

Зауваження 3.2.1. Для уникнення неоднозначностей у позначеннях формул i пре-

дикатiв, у рештi даного пункту будемо використовувати моноширинний шрифт
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(наприклад, x) для видiлення синтаксичних понять; вiн може бути застосований до

сортiв, змiнних, предикатних i функцiональних символiв. Наприклад, P буде позна-

чати предикатний символ, в той час, як P буде позначати iнтерпретацiю P. Однак,

моноширинний шрифт не буде застосовуватись до неалфавiтних позначень, таких

як ≤ (такi позначення будуть використовуватись як для предикатних символiв, так

i для предикатiв).

Зауваження 3.2.2. Для спрощення позначень, при записi формул з F (Σ) нижче не

будуть вказуватись верхнi iндекси (сорти) у iменах змiнних (тобто, буде викори-

стовуватись позначення x замiсть xS, де S є сортом), якщо Σ буде мати лише один

сорт, або якщо сорти змiнних можна буде визначити за способом використання

змiнних.

Приклад 3.2.1. Якщо Σ є сигнатурою з сортами D i E, предикатним символом

P : D→ Bool i функцiональними символами f : D→ D i g : D× E→ E, то

∀xD1∃x
E
2(¬P(f(f(x

D
1))) ∨ g(x

D
1, x

E
2) = xE3)

є формулою в F (Σ). Щоб спростити позначення, будемо також записувати її як

∀x1∃x2(¬P(f(f(x1))) ∨ g(x1, x2) = x3).

Нехай F→,∧,∀(Σ) є множиною всiх Φ ∈ F (Σ), таких, що ¬, ∨, ∃ не зустрiча-

ються у Φ. Для спрощення запису, вказуючи формули з F→,∧,∀(Σ) будемо викори-

стовувати такi скорочення (де Φ,Ψ ∈ F→,∧,∀(Σ) i v є iменем змiнної):

– ¬̇Φ є скороченням для (Φ→ False);

– Φ ∨̇Ψ є скороченням для (((Φ→ False) ∧ (Ψ→ False))→ False);

– ∃̇vΦ є скороченням для ((∀v (Φ→ False))→ False).

Приклад 3.2.2. Якщо Σ є сигнатурою з сортом D i предикатними символами

P1 : D→ Bool i P2 : D→ Bool, то запис

∃̇x (P1(x) ∧ ¬̇ P2(x))

позначає таку формулу у F→,∧,∀(Σ):

(∀xD ((P1(x
D) ∧ (P2(x

D)→ False))→ False))→ False .
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Нехай Φ ∈ F (Σ). Нехай Φ′ ∈ F (Σ) є формулою, отриманою з Φ шляхом ви-

разу кожного застосування iмплiкацiї Φ1 → Φ2 як ¬Φ1∨Ψ2. Якщо Q є предикатним

символом, будемо казати, що Q є позитивним у Φ (або, вiдповiдно, негативним у

Φ), якщо кожне входження атомарної формули вигляду Q(t1, ..., tn), n ≥ 0 в Φ′, де

t1, ..., tn є термами, знаходиться пiд дiєю парної (або, вiдповiдно, непарної) кiлько-

стi заперечень (¬).

Зауваження 3.2.3. Якщо символ Q не зустрiчаються у Φ, будемо припускати, що Q

є i позитивним i негативним у Φ.

Приклад 3.2.3. Нехай Φ є формулою

¬(∀x1 ∀x2 (P1(x1)→ P1(x2))) ∧ ¬∃x(¬P2(x)).

Тодi Φ′ є

¬(∀x1 ∀x2 (¬P1(x1) ∨ P1(x2))) ∧ ¬∃x(¬P2(x)).

Тодi P2 є позитивним у Φ, але P1 не є нi позитивним, нi негативним у Φ.

Нехай ΣP
H є розширенням Σ двома новими (унарними) предикатними симво-

лами H : D → Bool (“гiпотеза”) i P : D → Bool (“властивiсть”), яких немає серед

символiв Σ.

Нехай Φ1,Φ2 є замкненими формулами у F (ΣP
H), а I є iнтерпретацiєю Σ.

Будемо писати

– Φ1 |=I Φ2, якщо для кожної iнтерпретацiї I ′ для ΣP
H, що погоджується з I на

всiх сортах i символах Σ, якщо I ′(Φ1) є iстинним, то I ′(Φ2) є iстинним;

– Φ1 |=I,H Φ2, де H : I(D)→ Bool є предикатом, якщо для кожної iнтерпретацiї

I ′ для ΣP
H, що погоджується з I на всiх сортах i символах Σ, якщо I ′(H) є H i

I ′(Φ1) є iстинним, то I ′(Φ2) є iстинним.

Для будь-якого цiлого числа n ≥ 0 будемо писати:

– Φ1 |=nI Φ2, де Φ1,Φ2 є замкненими формулами у F (ΣP0,P1,...,Pn+1), де ΣP0,P1,...,Pn+1

є розширенням Σ новими n+2 (унарними) предикатними символами Pi : D→

Bool, i = 0, 1, ..., n + 1, якщо для кожної iнтерпретацiї I ′ для ΣP0,P1,...,Pn+1, що

погоджується з I на всiх сортах i символах Σ, якщо I ′(Φ1) є iстинним, то

I ′(Φ2) є iстинним.

НехайM є деяким класом структур сигнатури Σ (Σ-структур).

Будемо припускати, що у Σ-структурi носiї всiх сортiв є непорожнiми, тому

для кожного M ∈M, носiї всiх сортiв у M є непорожнiми.
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Нижче надане визначення принципу доведення унiверсальних властивостей

елементiв сорту D структури зM.

Означення 3.2.1. Речення (замкнена формула) I ∈ F (ΣP
H) називається принципом

FO1 псевдоiндукцiї дляM i D, якщо виконуються такi умови 1-3:

1. H є негативним у I;

2. P є позитивним у I;

3. I[H 7→ P] |=I ∀x P(x) виконується для будь-якої iнтерпретацiї I для Σ вM,

де I[H 7→ P] позначає формулу, отриману з I шляхом замiни H(t) на P(t) для

кожного терму t i кожного входження атомарної формули H(t) в I.

Приклад 3.2.4. Нехай I ∈ F (ΣP
H) є реченням

(∀x (P(x)→ H(x))→ (∀x P(x)).

Тодi H є негативним у I i P є позитивним у I. Крiм того, I[H 7→ P] є такою

формулою у F (ΣP
H):

(∀x (P(x)→ P(x))→ (∀x P(x)).

Тодi I[H 7→ P] |=I ∀x P(x) виконується для будь-якої iнтерпретацiї I для Σ в M,

тому I є принципом FO псевдоiндукцiї для M i D.

Означення 3.2.2. Принцип FO iндукцiї дляM i D є реченням I ∈ F→,∧,∀(ΣP
H), таким,

що виконуються такi умови 1-2:

1. I є принципом FO псевдоiндукцiї для M i D;

2. для кожної пiдформули I вигляду Φ→ Ψ, у якiй зустрiчається H,

символ P не зустрiчається нi у Φ, нi у A для жодної такої пiдформули

формули Ψ, що має вигляд A→ B, де B не є False,

i P є позитивним у кожнiй такiй пiдформулi формули Ψ, що має вигляд A∧B.

Надалi сорт “D” не буде вказуватись явно, якщо вiн буде зрозумiлим з контексту.

Зауваження 3.2.4. Напiвформально, принцип FO iндукцiї I описує базу iндукцiї та

iндукцiйний перехiд, що є достатнiми для того, щоб довести, що даний унарний

предикат P (iнтерпретацiя символу P) є iстинним на всiх елементах сорту D.

Iнтерпретацiя H подає гiпотезу iндукцiї. Умови 1, 2 означення 3.2.1 i умова 2

означення 3.2.2 вказують, що H використовується як припущення, а P як висновок.

1FO означає “першого порядку в розширенiй сигнатурi” ΣP
H (не в Σ).
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Сенс умови 3 означення 3.2.1 полягає у тому, що iстиннiсть P на всiх елементах

його областi визначення може бути доведена за допомогою припущення, що

включає iстиннiсть P на деяких елементах його областi визначення.

Приклад 3.2.5. Маємо:

– ∀x P(x) є принципом FO iндукцiї для M i D;

– (∀x (H(x) → P(x)) → (∀x P(x)) є не принципом FO псевдоiндукцiї для M i

D, оскiльки дана формула не задовольняє умови 1, 2 означення 3.2.1;

– (∀x (P(x)→ H(x))→ (∀x P(x)) є не принцип FO iндукцiї дляM i D, оскiльки

дана формула не задовольняє умову 2 означення 3.2.2.

Означення 3.2.3. Якщо речення I ∈ F (ΣP
H) є принципом FO (псевдо)iндукцiї для

M i D, то

– I є точним, якщо ∀x P(x) |=I I[H 7→ P] для будь-якої iнтерпретацiї I для Σ

вM (протилежний напрямок до умови 3 означення 3.2.1);

– I є неточним, якщо I не є точним;

– базою I є I[H 7→ False], де I[H 7→ False] позначає формулу, отриману з

I шляхом замiни H(t) на False для кожного терму t i кожного входження

атомарної формули H(t) в I.

Зауваження 3.2.5. Напiвформально, базою I є база iндукцiї, що має виконуватись

безумовно, для того, щоб довести ∀x P (x) (де P є iнтерпретацiєю символу P).

У випадку неточних принципiв, для деякого M ∈ M жодний предикат P не

задовольняє лiву частину у пунктi 3 означення 3.2.1, тому такий принцип не може

бути фактично застосований до предикатiв на сортi D в M . Для точних принципiв

такої ситуацiї немає.

Приклад 3.2.6. Якщо M є класом всiх Σ-структур, то

– False є неточним принципом FO псевдоiндукцiї для M i D;

– ∀x P(x) є точним принципом FO iндукцiї для M i D.

Далi будемо розглядати точнi принципи FO iндукцiї i будемо їх класифiку-

вати таким чином.

Означення 3.2.4. Якщо I ∈ F→,∧,∀(ΣP
H) є точним принципом FO iндукцiї для M i

D, то I є

– тривiальним, якщо база I є принципом FO iндукцiї для M i D;
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– нетривiальним, якщо I є нетривiальним;

– n-обмеженим, де n ≥ 0 є цiлим числом, якщо

n∧

i=0

I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi] |=
n
I ∀x P0(x)

для будь-якої iнтерпретацiї I для Σ вM, де I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi] є формулою

в F (ΣP0,P1,...,Pn+1) отримано з I шляхом

– замiни H(t) на Pi+1(t) для кожного терму t i кожного входження атомар-

ної формули H(t) в I,

– замiни P(t) на Pi(t) для кожного терму t i кожного входження атомарної

формули P(t) в I;

– тривiалiзовним, якщо для будь-якої iнтерпретацiї I для Σ в M iснує пре-

дикат H0 : I(D) → Bool, такий, що виконується I |=I,H0 ∀x P(x) i H0(x) є

хибним для деякого x ∈ I(D);

– нетривiалiзовним, якщо I не є тривiалiзовним.

Зауваження 3.2.6. Напiвформально, введенi вище поняття можна пояснити таким

чином:

– у випадку тривiального I, доведення того, що ∀x P(x) може бути здiйснене

шляхом доведення того, що умова бази I виконується для P без використання

iндукцiйного переходу;

– у випадку n-обмеженого I, можна замiнити доведення ∀x P(x) за iндукцiєю

доведенням за кон’юнкцiєю n + 1 екземплярiв iндукцiйного переходу разом

з базою (де n є фiксованим);

– у випадку тривiалiзовного I, для будь-якого M ∈ M можна вилучити

гiпотезу з I шляхом замiни її на фiксовану умову H0 (предикат на областi

визначення M ), що не є всюди iстинною.

Приклад 3.2.7. ЯкщоM є класом всiх Σ-структур, то

– ∀x P(x) є тривiальним точним принципом FO iндукцiї для M i D;

– (∃̇x P(x)) ∧ (∀x1∀x2(H(x1)→ P(x2))) є нетривiальним точним принципом FO

iндукцiї дляM i D, але цей принцип є 1-обмеженим i тривiалiзовним.

Приклад нетривiалiзовного принципу буде наведено далi (приклад 3.2.8).
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Рисунок 3.2 — Iлюстрацiя означення 3.2.4 для випадку, коли M є одноелементною

множиною {M}. Пiдрисунки вiдповiдають випадкам, коли I є (a) тривiальним;

(b) тривiалiзовним; (c) нетривiалiзовним. Бiльш детальне пояснення iлюстрацiї

наведене у зауваженнi 3.2.7.

Зауваження 3.2.7. Поняття, введенi в означеннi 3.2.4 проiлюстрованi на рисунку

3.2 для випадку, коли M є одноелементною множиною {M}. Вiсi у пiдрисунках

(a)–(c) позначають областi iстинностi предикатiв H i P (можливi iнтерпретацiї

H i P); “False” означає порожню область iстинностi, “True” означає, що область

iстинностi (P або H) є усiм носiєм сорту D в M (слiд зауважити, що в загальному

випадку, всi можливi областi iстинностi не є лiнiйно впорядкованими за вклю-

ченням, тому iлюстрацiя є умовною). Якщо I ′P,H позначає iнтерпретацiю ΣP
H, що

погоджується з M на сортах i символах Σ i таку, що I ′(P) = P i I ′(H) = H , то

I ′P,H(I) є iстинним для P i H в областi, заповненiй суцiльними горизонтальними

лiнiями. Припускається, що P i H збiгаються на дiагональнiй лiнiї. Пiдрисунки

iлюструють випадки, коли I є (a) тривiальним; (b) тривiалiзовним; (c) нетривiалi-

зовним.

У якостi прикладу тривiального принципу можна навести Ia := ∀x P(x).

У цьому випадку I ′P,H(Ia) не залежить вiд областi iстинностi H як показано у

пiдрисунку (a).

Як приклад тривiалiзовного принципу можна навести Ib := (∃̇x P(x)) ∧

(∀x1∀x2(H(x1) → P(x2))). Бiльш детально, в термiнах означення 3.2.4, оберемо

деяку константу c з областi визначення M i визначимо предикат H0 таким чином:
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– якщо M має область визначення, що не складається з одного елементу, то

визначимо: H0(x) є iстинним тодi i тiльки тодi, коли x = c;

– якщо M має область визначення, що складається з одного елементу, то

визначимо H0 як False.

Якщо замiнити H на H0 (що не залежить вiд P ), то з умови I ′P,H(Ib) = True буде

випливати, що P є iстинним на областi визначення M .

Твердження 3.2.1. Нехай I є точним принципом FO iндукцiї для M i D.

1. Якщо I є тривiальним, то I є 0-обмеженим.

2. Для будь-якого цiлого числа n ≥ 0, якщо I є n-обмеженим, то I є n + 1-

обмеженим.

3. Якщо I є n-обмеженим для деякого n ≥ 0, то I є тривiалiзовним.

Доведення. 1. Припустимо, що I є тривiальним. Нехай I є iнтерпретацiєю Σ вM.

Оскiльки база I є принципом FO iндукцiї для M i D, то I[H 7→ False] |=I ∀x P(x).

Якщо I ′ є iнтерпретацiєю ΣP0,P1, що погоджується з I на всiх сортах i символах Σ i

I ′(I[H 7→ P1, P 7→ P0]) є iстинним, то I ′(I[H 7→ False, P 7→ P0]) є iстинним, оскiльки

H є негативним у I, звiдки I ′(P0)(x) є iстинним для всiх x ∈ I(D). Таким чином,

I[H 7→ P1, P 7→ P0] |=
0
I ∀x P0(x)

i I є 0-обмеженим.

2. Випливає безпосередньо з означення 3.2.4.

3. Припустимо, що I є n-обмеженим для деякого цiлого числа n ≥ 0. Нехай

I є iнтерпретацiєю Σ в M. Для кожного цiлого числа k ≥ 0 нехай Φk позначає

формулу
k∧

i=0

I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi]

в F (ΣP0,P1,...,Pk+1). Нехай m ≥ 0 є найменшим невiд’ємним цiлим числом, таким, що

Φm |=
m
I ∀x P0(x).

Слiд зауважити, що таке m iснує, оскiльки I є n-обмеженим для деякого n.

Розглянемо такi два випадки.
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Випадок 1: m > 0. Тодi

Φm−1 6|=
m−1
I ∀x P0(x).

Тодi iснує iнтерпретацiя Im−1 сигнатури ΣP0,P1,...,Pm, що погоджується з I на сортах

i символах Σ, така, що Im−1(Φm−1) є iстинним i Im−1(∀x P0(x)) є хибним.

Нехай H0 : I(D) → Bool є предикатом Im−1(P0). Оскiльки I(D) 6= ∅, то iснує

елемент x ∈ I(D), такий, що H0(x) є хибним.

Доведемо, що I |=I,H0 ∀x P(x). Нехай I ′ є iнтерпретацiєю ΣP
H, що погоджує-

ться з I на сортах i символах Σ i є такою, що I ′(H) є H0. Припустимо, що I ′(I) є

iстинним.

Нехай Im є iнтерпретацiєю ΣP0,P1,...,Pm+1, що погоджується з I на сортах i

символах Σ, є такою, що Im(P0) є I ′(P) i Im(Pi) є Im−1(Pi−1) для i = 1, 2, ...,m + 1.

Слiд зауважити, що Im−1(I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi]) є iстинним для i = 0, 1, ...,m − 1,

оскiльки Im−1(Φm−1) є iстинним. Тодi Im(I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi]) є iстинним для

i = 1, 2, ...,m. Крiм того, Im(I[H 7→ P1, P 7→ P0]) є iстинним, оскiльки I ′(I) є

iстинним i Im(P1) є Im−1(P0), що є I ′(H). Таким чином, Im(Φm) є iстинним. Оскiльки

Φm |=mI ∀x P0(x), то маємо, що Im(∀x P0(x)) є iстинним. Тодi Im(P0)(x) є iстинним

для всiх x ∈ Im(D). Тодi I ′(∀x P(x)) є iстинним.

Отже, I |=I,H0 ∀x P(x).

Випадок 2: m = 0. Тодi I[H 7→ P1, P 7→ P0] |=0I ∀x P0(x). Нехай H0 : I(D) →

Bool є предикатом, таким, що H0(x) є хибним для всiх x ∈ I(D). Нехай I ′ є

iнтерпретацiєю ΣP
H, що погоджується з I на сортах i символах Σ i є такою, що

I ′(H) є H0. Доведемо, що I |=I,H0 ∀x P(x).

Припустимо, що I ′(I) є iстинним. Зауважимо, що з I[H 7→ P1, P 7→ P0] |=0I
∀x P0(x) випливає, що I ′(P)(x) є iстинним для всiх x ∈ I ′(D). Тодi I ′(∀x P(x)) є

iстинним. Таким чином, I |=I,H0 ∀x P(x).

Слiд зауважити, що H0(x) є хибним для деякого x ∈ I(D), оскiльки I(D) 6= ∅.

Таким чином, в обох випадках iснує H0 : I(D) → Bool, такий, що I |=I,H0
∀x P(x) виконується i H0(x) є хибним для деякого x ∈ I(D).

Отже, принцип I є тривiалiзовним.

3.2.3.3. Приклади принципiв FO iндукцiї

Приклади подання деяких вiдомих принципiв iндукцiї у формi принципiв FO

iндукцiї наведенi нижче.
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Приклад 3.2.8. Нехай M є структурою (N0,+, 0, 1), де N0 = {0, 1, 2, ...} (нату-

ральнi числа разом з нулем), + є звичайною операцiєю додавання на N0, а 0, 1 є

вiдповiдними константами. Нехай Σ є сигнатурою M . Як i ранiше, нехай ΣP
H є Σ з

доданими унарними предикатними символами P i H.

Нехай I є таким реченням у F→,∧,∀(ΣP
H):

P(0) ∧ ∀x (H(x)→ P(x+ 1)) .

Верхнi iндекси в iменах змiнних не вказуються, як було зазначено у зауваженнi

3.2.2. Слiд зауважити, що P є позитивним у I, H є негативним у I, а I[H 7→ P] є

такою формулою:

P(0) ∧ ∀x (P(x)→ P(x+ 1)).

Тодi I є принципом FO псевдоiндукцiї для {M} оскiльки I[H 7→ P] |=I ∀x P(x)

виконується для iнтерпретацiї I сигнатури Σ в {M} за принципом iндукцiї для

натуральних чисел: щоб показати, що предикат P : N0 → Bool (iнтерпретацiя P) є

iстинним на N0, достатньо показати, що

P (0) ∧ ∀x ∈ N0 (P (x)⇒ P (x+ 1)).

Аналогiчна умова не є достатньою для того, щоб предикат P : Z → Bool

був iстинним на Z, тому I не є принципом FO псевдоiндукцiї для {M ′}, де

M ′ = (Z,+, 0, 1), + є операцiєю додавання цiлих чисел, а 0, 1 є вiдповiдними

константами. Також слiд вiдмiтити, що I задовольняє умови означення 3.2.2, тому

I є принципом FO iндукцiї для {M}.

Базою I є формула I[H 7→ False], яка є

P(0) ∧ ∀x (False→ P(x+ 1)) .

Вона подає умову, що P (0) є iстинним.

Слiд зауважити, що ∀x P |=I I[H 7→ P], оскiльки умова P (0)∧∀x ∈ N0 (P (x)⇒

P (x+1)) виконується для предиката P , що є всюди iстинним на N0. Таким чином,

I є точним принципом FO iндукцiї для {M}.

Перевiримо, що принцип I є нетривiалiзовним. Нехай I є iнтерпретацiєю Σ

в {M} i H0 : N0 → Bool є предикатом, таким, що I |=I,H0 ∀x P(x). Доведемо, що

∀x ∈ N0 H0(x). Припустимо, що iснує x0 ∈ N0, такий, що H0(x0) є хибним. Нехай
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Px0 : N0 → Bool є предикатом, таким, що Px0(x) ⇔ (x 6= x0 + 1). Тодi Px0(0)

(оскiльки 0 6= x0 + 1) i для кожного x ∈ N0,

– якщо x = x0, то H0(x0) є хибним, тому H0(x)⇒ Px0(x+ 1);

– якщо x 6= x0, то x+ 1 6= x0 + 1, тому P (x+ 1) i H0(x)⇒ Px0(x+ 1).

Таким чином,

Px0(0) ∧ ∀x ∈ N0 (H0(x)⇒ Px0(x+ 1)).

Оскiльки I |=I,H0 ∀x P(x), то маємо ∀x ∈ N0 Px0(x), але це суперечить визначенню

Px0. Тодi ∀x ∈ N0 H0(x). Отже, принцип I є нетривiалiзовним.

Приклад 3.2.9. Нехай M = ([0, 1],≤) є дiйсним промiжком [0, 1] зi звичайним

порядком на ньому. Будемо розглядати позначення xi < xj як скорочення для

(xi ≤ xj ∧ ¬̇(xi = xj)).

Нехай I є формулою

Φ1 ∧ Φ2 ∧ Φ3,

де Φ1 є формулою

∀x1((∃̇x2 x2 < x1) ∨̇ P(x1)),

Φ2 є формулою

∀x1(((∃̇x2 x1 < x2) ∧ H(x1))→

∃̇x3(x1 < x3 ∧ ∀x4((x1 ≤ x4 ∧ x4 ≤ x3)→ P(x4)))),

а Φ3 є формулою

∀x1(((∃̇x2 x2 < x1) ∧ ∀x3(x3 < x1 → H(x3)))→ P(x1)).

Тодi формула I є принципом FO iндукцiї для {M}, оскiльки вона подає принцип

дiйсної iндукцiї з [19]. Бiльш детально, Φ1, Φ2, Φ3 подають умови (RI1), (RI2),

(RI3) з [19, пiдроздiл 1.3] вiдповiдно. База I подає умову, що P (0) є iстинним (де

P є iнтерпретацiєю P).

Приклад 3.2.10. Нехай Σ є сигнатурою частково впорядкованих множин i M є

класом фундованих частково впорядкованих множин (де кожна непорожня пiд-

множина має мiнiмальний елемент).
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Як i вище, нехай xi < xj є скороченням для

(xi ≤ xj ∧ ¬̇(xi = xj)).

Тодi таке речення, що позначимо як I,

∀x1 ( (∀x2 (x2 < x1 → H(x2)))→ P(x1) )

є принципом FO iндукцiї дляM, оскiльки воно подає принцип фундованої iндукцiї

для частково впорядкованих множин, що може бути сформульований як:

∀x ( (∀y (y < x→ P (y)))→ P (x) )

∀x P (x)

Базою I є

∀x1 ( (∀x2 (x2 < x1 → False))→ P(x1) ) .

Вона подає умову, що предикат P (iнтерпретацiя P) є iстинним для ко-

жного мiнiмального елемента частково впорядкованої множини. Слiд за-

уважити, що база не видiлена явно у звичайному формулюваннi засновку

∀x ((∀y (y < x→ P (y)))→ P (x)), але вона може бути видiлена шляхом окремого

розгляду випадку, коли не iснує y, такого, що y < x (тобто коли x є мiнiмальним).

Приклад 3.2.11. НехайM є класом повних за Дедекiндом [19] лiнiйно впорядкова-

них множин (тобто лiнiйно впорядкованих множин, де кожна непорожня обмежена

згори пiдмножина має точну верхню межу [19]). Нехай I є формулою

Φ′1 ∧ Φ2 ∧ Φ3,

де Φ′1 є формулою

∃̇x1∀x2(x2 ≤ x1 → P(x1)),

i Φ2 i Φ3 визначенi як у прикладi 3.2.9. Тодi формула I є принципом FO iндукцiї

для M, оскiльки вона подає принцип лiнiйно впорядкованої iндукцiї з [19]. Бiльш

детально, Φ′1, Φ2, Φ3 подають умови (IS1), (IS2), (IS3) з [19, роздiл 2] вiдповiдно.

База I подає умову, виражену Φ′1, а саме, що предикат P (iнтерпретацiя P)

є iстинним на всiх елементах, що є меншими за певний елемент (x1 в Φ′1).

Напiвформально, iндукцiйний перехiд стосується елементiв, що є бiльшими за цей

елемент.
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Зауваження 3.2.8. Деякi властивостi принципiв FO iндукцiї I для класiв структур,

визначених скiнченними множинами унiверсальних аксiом (таких, як клас всiх

частково впорядкованих множин) можна доводити шляхом застосування загальної

форми теореми Ербрана [15, 136, 173] до (пренексної форми) I[H 7→ P]→ ∀x P(x).

Наприклад, цей пiдхiд може бути використаний, щоб показати n-обмеженiсть

шляхом подання I у логiчно еквiвалентнiй формi

Q1y1Q2y2...Qkyk

L∧

i=1

(Gi ∧ H(ui1) ∧ ... ∧ H(uimi)→ (bi ∧ P(vi)),

де k ≥ 0, L ≥ 1 є цiлими числами, Q1, ..., Qk ∈ {∃, ∀} є символами кванторiв,

y1, ..., yk ≥ 0 є рiзними змiнними, m1, ...,mL ≥ 0 є цiлими числами, vi, uij для

i ∈ {1, 2, ..., L} i 1 ≤ j ≤ mi є змiнними сорту D, такими, що для кожного i,

такого, що mi > 0 змiнна vi є серед y1, ..., yk i є зв’язаною квантором загальностi,

G1, ..., GL є безкванторними формулами з F (Σ), а b1, ..., bL ∈ {True, False}, i

перетворення доказу Ербрана (пренексної форми) I[H 7→ P] → ∀x P(x) на доказ
∧k
i=0 I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi].

Приклад 3.2.12. Нехай Σ є сигнатурою з одним сортом i одним бiнарним преди-

катним символом ≤. Розглянемо такий приклад речення I в F→,∧,∀(ΣP
H):

(∃̇x1∃̇x2(x1 ≤ x2 ∧ P(x2))) ∧ (∀x3∀x4(H(x3)→ P(x4))).

Тодi I є принципом FO iндукцiї для класу всiх частково впорядкованих множин.

Нехай Σ′ є розширенням Σ символом константи c, а T є такою скiнченною

множиною унiверсальних аксiом в сигнатурi Σ′PH (аксiом часткового порядку):

T = {∀x (x ≤ x), ∀x1∀x2 (x1 ≤ x2 ∧ x2 ≤ x1 → x1 = x2),

∀x1∀x2∀x3 (x1 ≤ x2 ∧ x2 ≤ x3 → x1 ≤ x3)}.

Нехай F є формулою I[H 7→ P] → ∀x P(x), що розглядається як формула в

F (Σ′PH). Нехай Φ в F (Σ′PH) є пренексною формою F :

∀x∀x1∀x2∃x3∃x4(x1 ≤ x2 ∧ P(x2) ∧ (P(x3)→ P(x4))→ P(x)).
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Тодi

T |= Φ.

Тодi Φ має доказ Ербрана [15, 136, 173]. Зокрема, маємо

T |= (t1 ≤ t2 ∧ P(t2) ∧ (P(t3)→ P(t4)))→ P(t0)

пiсля пiдстановки t0 := x, t1 := x1, t2 := x2, t3 := x2, t4 := x (без здiйснення

розгортання [136] у цьому випадку).

Нехай P0, P1, P2 є новими унарними предикатними символами.

Для i = 0, 1 нехай Φi(t1, t2, t3, t4) (де tj для j ∈ {1, 2, 3, 4} є термами) позначає

формулу

t1 ≤ t2 ∧ Pi(t2) ∧ (Pi+1(t3)→ Pi(t4)).

Слiд зауважити, що для будь-яких термiв t, t′ виконується

T |= Φ0(t, t
′, x2, x) ∧ Φ1(x1, x2, x2, x)→ P0(x) ,

оскiльки

T |= (t ≤ t′ ∧ P0(t
′) ∧ (P1(x2)→ P0(x)))∧

(x1 ≤ x2 ∧ P1(x2) ∧ (P2(x2)→ P1(x)))

→ P0(x) .

Тодi, узявши у якостi t, t′ рiзнi свiжi змiннi, наприклад, t := x5, t′ := x6 (що

вiдповiдають змiнним, зв’язаним квантором загальностi в Φ за винятком x), можна

отримати, що

T |= ∀x ∀x5∀x6∀x1∀x2∃x3∃x4(Φ0(x5, x6, x3, x4) ∧ Φ1(x1, x2, x3, x4)→ P0(x)).

Останнє твердження може бути переформульоване як

T |= (∃x5∃x6∀x3∀x4 Φ0(x5, x6, x3, x4))∧

∧ (∃x1∃x2∀x3∀x4 Φ1(x1, x2, x3, x4))→ ∀x P0(x) ,
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з чого випливає, що

T |=

(
1∧

i=0

I[H 7→ Pi+1, P 7→ Pi]

)

→ ∀x P0(x).

Тодi I є 1-обмеженим принципом FO iндукцiї (для класу всiх частково впорядко-

ваних множин) i, таким чином, I є тривiалiзовним за твердженням 3.2.1.

Як показують наведенi приклади, точнi принципи FO iндукцiї для класу стру-

ктур M i сорту D надають спецiальнi методи доведення унiверсальних властиво-

стей елементiв сорту D для M ∈M. Якщо необхiдно довести унiверсальну власти-

вiсть елементiв структури зM, можна використати принаймнi такi пiдходи:

1. “Пряма FO iндукцiя”: обрати принцип FO iндукцiї для M i застосувати його

до предикату на M ∈M;

2. “Непряма FO iндукцiя”: звести задачу доведення того, що предикат P є всюди

iстинним на M ∈ M до задачi доведення того, що еквiвалiдний предикат

Q (тобто ∀y Q(y) тодi i тiльки тодi, коли ∀xP (x)) є всюди iстинним на

пов’язанiй структурi M ′ з класу з вiдомим принципом FO iндукцiї.

У наступному пунктi буде розглянуто останнiй (непрямий) пiдхiд.

3.2.4. Непрямi принципи FO iндукцiї

3.2.4.1. Iдея непрямих принципiв iндукцiї

Принцип фундованої iндукцiї для частково впорядкованих множин не є

безпосередньо застосовним до задачi доведення твердження

∀x ∈ Z P (x),

де P є предикатом на множинi цiлих чисел Z зi звичайним порядком, оскiльки

останнiй порядок на Z не є фундованим. Однак, цей принцип є безпосередньо

застосовним до задачi доведення еквiвалентного твердження

∀y1∀y2 ((y1, y2) ∈ ω × ω ⇒ P (y1 − y2)),

де ω × ω позначає множину всiх пар натуральних чисел з нулем разом з покомпо-

нентним порядком ≤×:

(a, b) ≤× (c, d) тодi i тiльки тодi, коли a ≤ c i b ≤ d,
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де ≤ є звичайним порядком на натуральних числах з нулем, а “–” є операцiєю

вiднiмання, що приймає значення у цiлих числах.

Порядок ≤× на ω × ω є фундованим. Принцип фундованої iндукцiї, застосо-

ваний до P має як засновок умову

∀c∀d ((c, d) ∈ ω × ω ⇒ (

(∀a∀b ((a, b) ∈ ω × ω ∧ (a, b) <× (c, d)⇒ P (a− b)))⇒ P (c− d) ) ), (3.7)

де <× є строгим порядком, породженим ≤×.

Розглянемо випадки 0 = c = d, 0 = c < d, 0 = d < c i c 6= 0 ∧ d 6= 0 окремо.

Тодi умова (3.7) може бути переформульована як кон’юнкцiя таких умов:

– P (0) (“база iндукцiї”);

– ∀d > 0 ((∀b ≥ 0 b < d⇒ P (−b))⇒ P (−d)) (“зворотний крок”);

– ∀c > 0 ((∀a ≥ 0 a < c⇒ P (a))⇒ P (c)) (“прямий крок”).

Таким чином, напiвформально, принцип фундованої iндукцiї (для частково

впорядкованих множин) є опосередковано застосовним до задачi доведення твер-

дження ∀x ∈ Z P (x) за допомогою вiдповiдностi мiж Z i ω × ω, породженої опе-

рацiєю вiднiмання.

Узагальнюючи цей приклад, напiвформально, щоб довести ∀x ∈ X P (x),

опосередковано використовуючи принцип iндукцiї I, спочатку необхiдно виконати

певнi перестановки i, можливо, дублювання елементiв X (у вищезгаданому при-

кладi пiд дублюванням мається на увазi, що рiзнi пари (y1, y2) ∈ ω × ω подають

одне i те ж число x = y1 − y2), таким чином, щоб передумови застосування I

виконувались, а потiм застосувати I. У випадку, описаному у (3.7), такi дiї ви-

значаються за допомогою операцiї вiднiмання. У бiльш загальному випадку, вони

можуть бути визначенi у термiнах бiнарних вiдношень, як описано нижче.

Нехай X,Y є множинами. Будь-яке тотальне бiнарне вiдношення R ⊆ X ×Y

може бути використане для перетворення предиката P : X → Bool на предикат

Q : Y → Bool, такий, що (∀y Q(y)) ⇔ (∀xP (x)) шляхом визначення для кожного

y ∈ Y :

Q(y)⇔ ∀x (xRy ⇒ P (x)). (3.8)

Слiд зауважити, що у випадку, коли R−1 є функцiональним вiдношенням (i R

є тотальним вiдношенням), тобто R−1 є графiком деякої сюр’єктивної часткової
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функцiї f : Y →̃X , визначення Q може бути переформульоване як

Q(y)⇔ (якщо f(y) визначено, то P (f(y)) є iстинним). (3.9)

Тодi якщо принцип iндукцiї I є застосовним до задачi доведення того, що предикат

Q є всюди iстинним (на його власнiй областi визначення), то, напiвформально,

будемо вважати I непрямим принципом iндукцiї для доведення того, що P є всюди

iстинним (на його власнiй областi визначення) за допомогою вiдповiдностi R.

Таке поняття непрямого принципу iндукцiї буде бiльш точно визначене у

наступному пiдпунктi (означення 3.2.6).

3.2.4.2. Визначення принципiв непрямої iндукцiї

Нехай Σ1, Σ2 є скiнченними сигнатурами. Нехай D1 та D2 є видiленими

сортами у Σ1 та Σ2 вiдповiдно.

Означення 3.2.5. Тотальна Σ1,Σ2-вiдповiднiсть для D1, D2 є трiйкою (M1,M2, R),

де M1 є Σ1-структурою, M2 є Σ2-структурою, а R є тотальним бiнарним вiдно-

шенням мiж носiями сортiв D1, D2 у M1,M2 вiдповiдно (тобто R ⊆ D1 × D2 i

∀x ∈ D1 ∃y ∈ D2 xRy, де для i = 1, 2, Di позначає носiй сорту Di у Mi).

Надалi сорти “D1, D2” не будуть вказуватись явно, якщо вони будуть зрозумi-

лими з контексту.

Зауваження 3.2.9. Умова тотальностi вiдношення R в означеннi 3.2.5 буде викори-

стана далi в означеннi 3.2.6.

Зауваження 3.2.10. Тотальна Σ1,Σ2-вiдповiднiсть (M1,M2, R) для D1, D2 може роз-

глядатись як Σ1,2,R-структура, де Σ1,2,R є диз’юнктним об’єднанням Σ1 i Σ2 разом з

новим предикатним символом R для R, тобто Σ1,2,R має:

– сорт Si для кожного i ∈ {1, 2} i сорту S у Σi (верхнiй iндекс буде

використовуватись для позначення сортiв i символiв Σ1 i Σ2 у диз’юнктному

об’єднаннi) ;

– функцiональний символ si : Ai1× ...×A
i
n → Ai для кожного i ∈ {1, 2}, n ≥ 0

i функцiонального символу s : A1 × ...× An → A в Σi ;

– предикатний символ si : Ai1 × ...× A
i
n → Bool для кожного i ∈ {1, 2}, n ≥ 0

i предикатного символу s : A1 × ...× An → Bool в Σi ;

– предикатний символ R : D11 × D22 → Bool .

При цьому, символ вигляду si для i = 1, 2 iнтерпретується як операцiя/предикат s

в Mi, а R iнтерпретується як предикат R.
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Нехай Σ2PH є розширенням сигнатури Σ2 новими предикатними символами

P : D2 → Bool, H : D2 → Bool,

яких немає серед символiв Σ1 та Σ2.

Нехай сигнатура Σ1,2,R є визначеною як у зауваженнi 3.2.10.

Нехай Σ1,2,RP
1

H1
є розширенням Σ1,2,R новими унарними предикатними символами

P1 : D11 → Bool, H1 : D11 → Bool.

Нехай Σ1,2,RP
1,2

H1,2
є розширенням Σ1,2,RP

1

H1
двома додатковими новими предикатними

символами

P2 : D22 → Bool, H2 : D22 → Bool.

Для будь-якої формули Φ ∈ F (Σ2PH) введемо такi позначення:

– (Φ)1,2,R є формулою, що вiдповiдає Φ в F (Σ1,2,RP
1,2

H1,2
),

а саме, (Φ)1,2,R є формулою в F (Σ1,2,RP
1,2

H1,2
), отриманою з Φ шляхом:

1. замiни s на s2 для кожного (функцiонального або предикатного) символу

s в Σ2PH (включаючи P i H) i кожного входження s в Φ,

2. перейменування кожної змiнної вигляду xS та xSi , що зустрiчається у Φ

на xS
2

та xS
2

i вiдповiдно для кожного сорту S у Σ2;

– Φ[p(∙) 7→ ∀x(R(x, ∙)→ p1(x)) | p = P, H] є формулою в F (Σ1,2,RP
1

H1
), отриманою

з (Φ)1,2,R шляхом замiни p2(t) на

(∀xD
1
1 (R(xD

1
1, t)→ p1(xD

1
1)))

для кожного терму t i кожного входження атомарної формули p2(t) в (Φ)1,2,R,

для кожного p ∈ {P, H}.

НехайM1 є деяким класом Σ1-структур.

Нехай R є деяким класом тотальних Σ1,Σ2-вiдповiдностей для D1, D2.

Означення 3.2.6. Речення I ∈ F→,∧,∀(Σ2
P
H) є (точним / тривiалiзовним точним /

нетривiалiзовним) R-непрямим принципом FO iндукцiї для M1, якщо

1. для кожного M1 ∈M1 iснують M2 та R, такi, що (M1,M2, R) ∈ R;

2. I[p(∙) 7→ ∀x(R(x, ∙)→ p1(x)) | p = P, H] є (точним / тривiалiзовним точним /

нетривiалiзовним) принципом FO iндукцiї для R i D11.
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3.2.4.3. Приклад непрямого принципу FO iндукцiї

Приклад 3.2.13. Нехай M1 = (Z,≤) є множиною цiлих чисел зi звичайним

порядком. Нехай M2 = (N0×N0, ≤×) є множиною пар натуральних чисел з нулем

(де N0 = {0, 1, 2, ...}) з покомпонентним порядком ≤×, тобто (a, b) ≤× (c, d) тодi i

тiльки тодi, коли a ≤ c i b ≤ d, де ≤ є звичайним порядком на N0. Позначимо як

<× строгий порядок, що вiдповiдає ≤×.

Нехай R = {(x, (y, z)) ∈ Z × (N0 × N0) | x = y − z}, де “–” є звичайною

операцiєю вiднiмання, що приймає значення у цiлих числах. Оскiльки R є тоталь-

ним бiнарним вiдношенням мiж Z i N0 × N0, то трiйка (M1,M2, R) є тотальною

Σ1,Σ2-вiдповiднiстю, де Σ1, Σ2 є сигнатурами M1, M2.

Нехай M1 = {M1}, R = {(M1,M2, R)}, а I ∈ F→,∧,∀(Σ2PH) є таким реченням

(що подає принцип фундованої iндукцiї):

∀x1 ( (∀x2 ((x2 ≤ x1 ∧ ¬̇(x2 = x1))→ H(x2)))→ P(x1) ) ,

Нехай I′ є формулою I[p(∙) 7→ ∀x(R(x, ∙)→ p1(x)) | p = P, H].

Тодi I′ є таким реченням у F→,∧,∀(Σ1,2,RP
1

H1
):

∀x1( (∀x2((x2 ≤
2 x1 ∧ ¬̇(x2 = x1))→ ∀x(R(x, x2)→ H1(x))))

→ ∀x(R(x, x1)→ P1(x)) ).

Тодi H1 є негативним у I′, P1 є позитивним у I′, I′ задовольняє умову 2 означення

3.2.2 (для символiв властивостi P1 i гiпотези H1). Тодi I′ може бути iнтерпретовано

у структурi (M1,M2, R), розширенiй двома довiльними фiксованими предикатами

H : Z→ Bool i P : Z→ Bool для символiв H1 i P1 як таку умову, де x1 замiнено на

(a, b), а x2 замiнено на (c, d):

для кожної пари (a, b) ∈ N0 × N0,

якщо для кожної пари (c, d) ∈ N0 × N0 виконується:

(c, d) <× (a, b)⇒ (∀x ∈ Z ((x, (c, d)) ∈ R⇒ H(x))),

то ∀x ∈ Z ((x, (a, b)) ∈ R⇒ P (x)).

Розглядаючи випадки 0 = a = b, 0 = a < b, 0 = b < a i a 6= 0 ∧ b 6= 0 окремо,

можна переформулювати вищезазначену умову як кон’юнкцiю таких умов:

1. P (0) (“база iндукцiї”);

2. ∀b > 0 ((∀d ≥ 0 d < b⇒ H(−d))⇒ P (−b)) (“зворотний крок”);
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3. ∀a > 0 ((∀c ≥ 0 c < a⇒ H(c))⇒ P (a)) (“прямий крок”);

4. ∀a, b > 0 (((∀c ≥ 0 c ≤ a ⇒ H(c)) ∧ (∀c ≥ 0 c ≤ b⇒ H(−c))) ⇒ P (a− b))

(умова 4 завжди виконується, якщо P = H).

Оскiльки ≤× є фундованим порядком на N0 × N0, коли P та H збiгаються, з

вищезгаданої умови випливає, що

∀a ∈ N0 ∀b ∈ N0 ∀x ∈ Z ((x, (a, b)) ∈ R⇒ P (x))

за принципом фундованої iндукцiї. Тодi з визначення R випливає, що ∀x ∈ Z P (x).

Отже, I′ є принципом FO iндукцiї для R i D11, де D1 є сортом Σ1.

Таким чином, I є R-непрямим принципом FO iндукцiї для M1.

3.2.5. Непрямий принцип iндукцiї для всiх частково впорядкованих мно-

жин

3.2.5.1. Вiдповiдностi впорядкованих множин

Нижче буде наведена теорема 3.2.1, що надає непрямий принцип FO iндукцiї

для класу всiх частково впорядкованих множин. Її iдея полягає в тому, щоб засто-

сувати до частково впорядкованої множини операцiю, що узагальнює розгортан-

ня транзицiйної системи (рисунок 3.3) i використати певний фiксований (прямий)

принцип FO iндукцiї для частково впорядкованої множини, що вiдповiдає резуль-

тату такого розгортання.

a

b c

d d ′

a

b c

d

Рисунок 3.3 — Лiва частина: iлюстрацiя дiаграми Гассе для часткового порядку:

елементи b та c покривають a (i.e. a < b, a < c i немає елементу мiж a та b i мiж a

та c), а d покриває b та c. Права частина: розгортання дiаграми у дерево.

Нехай Σpos є сигнатурою частково впорядкованих множин.
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Означення 3.2.7. Тотальна вiдповiднiсть порядкiв є тотальною Σpos,Σpos-

вiдповiднiстю (M1,M2, R), такою, що M1 i M2 є частково впорядкованими

множинами.

Будемо розглядати R-непрямi принципи FO iндукцiї, де R є деяким класом

тотальних вiдповiдностей порядкiв (таким чином, будемо розглядати метод дове-

дення унiверсальних властивостей елементiв частково впорядкованої множини за

допомогою принципу iндукцiї, що застосовується до предикатiв на iншiй частково

впорядкованiй множинi, а не на структурi iншого типу).

Для будь-яких частково впорядкованих множин A = (X,≤), B = (Y,≤′)

будемо використовувати такi позначення:

– A ∼= B позначає, що A i B є порядково iзоморфними, тобто iснує бiєкцiя

f : X → Y , така, що x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤′ f(x2) i y1 ≤′ y2 ⇒ f−1(y1) ≤ f−1(y2)

для всiх x1, x2 ∈ X , y1, y2 ∈ Y ;

– minA = {x ∈ X | ∀y ∈ X (y ≤ x⇒ y = x)};

– maxA = {x ∈ X | ∀y ∈ X (x ≤ y ⇒ x = y)};

– Aop = (X,≤−1), тобто Aop є частково впорядкованою множиною з оберненим

порядком.

Нехай A1 = (X1,≤1), A2 = (X2,≤2) є частково впорядкованими множинами.

Для i = 1, 2 нехай Ci є множиною всiх частково впорядкованих множин

вигляду (c, ≤i ∩(c × c)), де c є непорожнiм ланцюгом у (Xi,≤i), тобто Ci
складається з непорожнiх ланцюгiв у Ai, що розглядаються як породженi частково

впорядкованi пiдмножини Ai.

Нехай ot : C1∪C2 → 2C1∪C2 (“тип порядку”) є функцiєю, такою, що для кожного

C ∈ C1 ∪ C2 ,

ot(C) = {C ′ ∈ C1 ∪ C2 | C
′ ∼= C}.

Позначимо як T образ C1 ∪ C2 при вiдображеннi ot, тобто

T = {ot(C) | C ∈ C1 ∪ C2}.

Означення 3.2.8. Вiдношення R ⊆ X1×X2 називається ланцюговою бiсимуляцiєю

мiж частково впорядкованими множинами (X1,≤1), (X2,≤2), якщо R є бiсиму-

ляцiєю [181, 179] мiж розмiченими транзицiйними системами L1 = (X1, T ,→1) i

L2 = (X2, T ,→2), де вiдношення переходу →i ⊆ Xi × T × Xi, i = 1, 2 є такими,
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що для всiх i = 1, 2, x, x′ ∈ Xi, α ∈ T ,

x
α
→i x

′ ⇔ (∃C ∈ Ci x ∈ minC ∧ x
′ ∈ maxC ∧ α = ot(C)) .

Зауваження 3.2.11. Якщо R ⊆ X1 ×X2 є тотальним i сюр’єктивним вiдношенням,

умова означення 3.2.8 забезпечує, що для елементiв x, x′ в (X1,≤1) з’єднаних

ланцюгом (тобто x = minC ∧ x′ = maxC для деякого C ∈ C1) iснують вiдповiднi

елементи у (X2,≤2) з’єднанi порядково iзоморфним ланцюгом (тобто деяким

C ′ ∈ C2, таким, що ot(C ′) = ot(C)) i навпаки.

Якщо A = (X,≤), B = (Y,≤′) є частково впорядкованими множинами

i R ⊆ X × Y є вiдношенням, позначимо як RB(A) образ A вiдносно R, що

розглядається як породжена частково впорядкована пiдмножина B, тобто

RB(A) = (R(X),≤
′ ∩(R(X)×R(X))),

де R(X) = {y ∈ Y | ∃x ∈ X xRy}.

Означення 3.2.9. Вiдповiднiсть функцiонального ланцюгово бiсимуляцiйного вкла-

дення (FCBE вiдповiднiсть) є тотальною вiдповiднiстю порядкiв (A,B,R), такою,

що R−1 є функцiональною ланцюговою бiсимуляцiєю (тобто ланцюговою бiсиму-

ляцiєю, що є графiком функцiї) мiж RB(A) i A.

Зауваження 3.2.12. З вимоги, що вiдношення R−1 є функцiональним, випливає, що

для вiдношення R умова (3.8) може бути виражена у формi (3.9).

Слiд зауважити, що не всi пари частково впорядкованих множин A,B мають

вiдповiднiсть (A,B,R), що задовольняє означення 3.2.9, як показує наведене

нижче твердження.

Твердження 3.2.2. Нехай (A,B,R) є FCBE вiдповiднiстю, де A має найменший

елемент. Тодi

1. якщо B є лiнiйно впорядкованою множиною, то A є лiнiйно впорядкованою

множиною;

2. якщо B є нетеровою частково впорядкованою множиною (тобто Bop

є фундованою частково впорядкованою множиною), то A є нетеровою

частково впорядкованою множиною;

3. якщо B є фундованою частково впорядкованою множиною, то A є фундо-

ваною частково впорядкованою множиною.
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Доведення. Нехай (A,B,R) є FCBE вiдповiднiстю, де A має найменший елемент,

A = (X,≤), B = (Y,≤′). Нехай < i <′ є строгими порядками, що вiдповiдають ≤ i

≤′ вiдповiдно. Тодi R ⊆ X × Y є тотальним вiдношенням i R−1 є функцiональною

ланцюговою бiсимуляцiєю мiж RB(A) i A.

1. Припустимо, що B є лiнiйно впорядкованою множиною. Нехай x1, x2 ∈ X .

Оскiльки R є тотальним вiдношенням, iснують елементи y1, y2 в RB(A), такi, що

x1Ry1 i x2Ry2. Тодi y1 i y2 є ≤′-порiвнюваними. Нехай c = {y1, y2} i

C = (c,≤′ ∩(R(X)×R(X)) ∩ (c× c)) = (c,≤′ ∩(c× c)).

Розглянемо такi випадки.

– y1 = y2. Тодi x1 = x2 оскiльки R−1 є функцiональним вiдношенням.

– y1 <′ y2. Оскiльки R−1 є ланцюговою бiсимуляцiєю мiж RB(A) i A,

y1, y2 ∈ R(X), x1 ∈ X , c є непорожнiм ланцюгом у RB(A), а також, y1R−1x1,

y1 ∈ minC i y2 ∈ maxC, то iснують елемент x′2 ∈ X i непорожнiй ланцюг c′

в A, такi, що C ′ = (c′,≤ ∩(c′ × c′)) ∼= C, x1 ∈ minC ′, x′2 ∈ maxC
′ i y2R−1x′2.

Тодi x1 < x′2, оскiльки C ′ ∼= C. Крiм того, x′2 = x2, оскiльки y2R−1x2 i R−1 є

функцiональним вiдношенням. Таким чином, x1 < x2.

– y2 <′ y1. Оскiльки R−1 є ланцюговою бiсимуляцiєю мiж RB(A) i A,

y1, y2 ∈ R(X), x2 ∈ X , c є непорожнiм ланцюгом у RB(A), а також, y2R−1x2,

y2 ∈ minC i y1 ∈ maxC, то iснують елемент x′1 ∈ X i непорожнiй ланцюг c′

в A, такi, що C ′ = (c′,≤ ∩(c′ × c′)) ∼= C, x2 ∈ minC ′, x′1 ∈ maxC
′ i y1R−1x′1.

Тодi x2 < x′1, оскiльки C ′ ∼= C. Крiм того, x′1 = x1, оскiльки y1R−1x1 i R−1 є

функцiональним вiдношенням. Таким чином, x2 < x1.

У всiх випадках x1 та x2 є ≤-порiвнюваними. Отже, A є лiнiйно впорядкованою

множиною.

2. Припустимо, що B є нетеровою частково впорядкованою множиною.

Припустимо, що A не є нетеровою. Тодi iснує непорожня пiдмножина X0 ⊆ X ,

що не має максимального елементу. Нехай Y0 = {y ∈ Y | ∃x ∈ X0 xRy}.

Тодi Y0 6= ∅, оскiльки R є тотальним вiдношенням. Доведемо, що Y0 не має

максимального елементу. Припустимо, що y ∈ Y0 є максимальним елементом

Y0. Тодi за визначенням Y0 iснує x ∈ X0, такий, що xRy. Оскiльки x не є

максимальним елементом у X0 (за припущенням), то iснує елемент x′ ∈ X0, такий,

що x < x′. Нехай c = {x, x′} i C = (c,≤ ∩(c × c)). Оскiльки R−1 є ланцюговою

бiсимуляцiєю мiж RB(A) i A, y ∈ R(X), x, x′ ∈ X , c є непорожнiм ланцюгом у



157

A, yR−1x i x ∈ minC, x′ ∈ maxC, то iснують елемент y′ в RB(A) i непорожнiй

ланцюг c′ в RB(A), такi, що C ′ = (c′,≤′ ∩(R(X)×R(X))∩(c′×c′)) ∼= C, y ∈ minC ′,

y′ ∈ maxC ′ i y′R−1x′. Тодi y <′ y′, оскiльки C ′ ∼= C. Слiд зауважити, що y′ ∈ Y0,

оскiльки x′Ry′. Тодi маємо суперечнiсть з припущенням, що y є максимальним

елементом Y0. Таким чином, Y0 є непорожньою пiдмножиною у B, що не має

максимального елементу. Це суперечить припущенню, що B є нетеровою частково

впорядкованою множиною. Таким чином, A є нетеровою частково впорядкованою

множиною.

3. Припустимо, що B є фундованою частково впорядкованою множиною.

Припустимо, що A не є фундованою частково впорядкованою множиною. Тодi

iснує нескiнченна спадна послiдовнiсть xn ∈ X , x ∈ N0, тобто послiдовнiсть,

така, що xn+1 < xn для всiх n ∈ N0. Нехай 0A є найменшим елементом A

(що iснує за припущенням даного твердження). Нехай c = {0A} ∪ {xn | n ∈

N0} i C = (c,≤ ∩(c × c)). Оскiльки R є тотальним вiдношенням, то iснує

елемент y∗ ∈ Y , такий, що 0ARy∗. Оскiльки R−1 є ланцюговою бiсимуляцiєю

мiж RB(A) i A, y∗ ∈ R(X), 0A, x0 ∈ X , c є непорожнiм ланцюгом у A, y∗R−10A,

0A ∈ minC i x0 ∈ maxC, то iснує непорожнiй ланцюг c′ в RB(A), такий, що

C ′ = (c′,≤′ ∩(R(X) × R(X)) ∩ (c′ × c′)) ∼= C. Нехай f є iзоморфiзмом порядку

мiж C i C ′ i yn = f(xn) для всiх n ∈ N0. Тодi для всiх n ∈ N0, yn ∈ Y

i yn+1 = f(xn+1) <
′ f(xn) = yn. Тодi yn, n ∈ N0 є нескiнченною спадною

послiдовнiстю у B, що суперечить припущенню про те, що B є фундованою.

Таким чином, A є фундованою.

3.2.5.2. Непрямий принцип iндукцiї

Теорема 3.2.1. Iснують пiдклас R класу всiх FCBE вiдповiдностей i речення I,

такi, що I є нетривiалiзовним точним R-непрямим принципом FO iндукцiї для

класу всiх частково впорядкованих множин.

Зауваження 3.2.13. Твердження теореми 3.2.1 не випливає безпосередньо з при-

кладiв 3.2.8 – 3.2.11 з пiдпункту 3.2.3.2. Бiльш детально, у зв’язку з твердженням

3.2.2, у якостi I не може бути узято принцип фундованої (або нетерової) iндукцiї

для частково впорядкованих множин або один з вiдомих принципiв iндукцiї для

лiнiйно впорядкованих множин.

Доведення теореми 3.2.1 надано у пiдпунктi 3.2.5.3. У цьому доведеннi у

якостi R узято клас усiх тотальних вiдповiдностей порядкiв (A,B,R), таких,
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що B є множиною усiх насичених ланцюгiв у A якi мiстять усi свої нижнi

межi (такi ланцюги впорядкованi вiдношенням включення ⊆), а вiдношення R

є таким, що xRy тодi i тiльки тодi, коли x є найбiльшим елементом y у сенсi

часткового порядку A. Слiд зауважити, що якщо (A,B,R) ∈ R i ≤ позначає

частковий порядок B (порядок включення), то для будь-яких a, b, c в B виконується

a ≤ c ∧ b ≤ c⇒ a ≤ b ∨ b ≤ a. Частково впорядковану множину з цiєю властивiстю

iнодi називають деревом [100, 33] або префiксно впорядкованою множиною [22].

У якостi непрямого принципу FO iндукцiї I у доведеннi теореми 3.2.1 узято

таке речення (формула (3.10) у пiдпунктi 3.2.5.3):

(∀x1((∀x2 (x1 < x2 → H(x2)))→ P(x1))) ∧ (∀x1((H(x1) ∧ (∃̇x2 x2 < x1))→

→ (∃̇x3 (x3 < x1 ∧ ∀x2 ((x3 ≤ x2 ∧ x2 < x1)→ P(x2)))))),

де xi < xj є скороченням для (xi ≤ xj ∧ ¬̇(xi = xj)).

Зауваження 3.2.14. Як простий приклад, у випадку множини цiлих чисел Z зi

звичайним порядком, вищезазначений непрямий принцип iндукцiї породжує умови

для доведення ∀x ∈ Z P (x), якi можна переформулювати таким чином:

(1) якщо P (y) є iстинним для всiх y > x, то P (x) є iстинним;

(2) якщо P (x), то P (y′) для всiх y′ у деякому промiжку [a, x), де a < x;

(3) iснує елемент x0, такий, що P (x) є iстинним для всiх x ≥ x0.

Використовуючи властивостi цiлих чисел, першi двi умови можна замiнити на

∀x (P (x) → P (x − 1)), а умову (3) можна розглядати як базу iндукцiї (аналогiчно

до бази iндукцiї для принципу лiнiйно впорядкованої iндукцiї з [19]).

3.2.5.3. Доведення теореми 3.2.1

НехайM є класом всiх частково впорядкованих множин.

Зауваження 3.2.15. Як у пунктi 3.2.2, будемо припускати, що частково впорядко-

ванi множини є непорожнiми, тому всi елементи M мають непорожнi носiї.

Як у пiдроздiлi 3.1, якщо A = (X,≤) ∈ M, то будемо позначати як C(A)

множину всiх насичених вниз (згiдно означення 3.1.2) ланцюгiв у A.

Нехай R є класом всiх тотальних вiдповiдностей порядкiв (A,B,R), таких,

що:

– B є множиною C(A), впорядкованою вiдношенням включення (⊆);

– xRc ⇔ (x ∈ c ∧ ∀x′ ∈ c x′ ≤ x) для всiх x в A i c в B, де ≤ є вiдношенням

порядку в A (тобто xRc, якщо x є найбiльшим елементом c).
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Покажемо, що R є пiдкласом класу всiх FCBE вiдповiдностей i що iснує нетривi-

алiзовний точний R-непрямий принцип FO iндукцiї для M за допомогою кiлькох

лем, що наведенi нижче.

Лема 3.2.1. Нехай A = (X,≤) є частково впорядкованою множиною.

1. Якщо c є ланцюгом в A, то iснує c∗ ∈ C(A), такий, що c ⊆ c∗.

2. Якщо c ∈ C(A) i x ∈ c, то {x′ ∈ c | x′ ≤ x} ∈ C(A).

Доведення. 1. Випливає з леми Цорна.

2. Випливає безпосередньо з визначення C(A).

Лема 3.2.2. Для будь-якого A ∈M iснують елемент B ∈M i вiдношення R, такi,

що (A,B,R) ∈ R.

Доведення. Нехай A = (X,≤) ∈ M. Нехай Y = C(A), а R ⊆ X × Y є таким

вiдношенням, що xRc ⇔ (x ∈ c ∧ ∀x′ ∈ c x′ ≤ x) для всiх x ∈ X , c ∈ Y .

Перевiримо, що R є тотальним.

Нехай x ∈ X . За пунктом 1 леми 3.2.1 iснує c∗ ∈ C(A), такий, що {x} ⊆ c∗.

Нехай c = {x′ ∈ c∗ | x′ ≤ x}. За пунктом 2 леми 3.2.1, c ∈ C(A). Крiм того, x ∈ c i

x′ ≤ x для всiх x′ ∈ c, тому xRc. Таким чином, R є тотальним.

Нехай B = (Y,≤′), де ≤′⊆ Y × Y є вiдношенням, таким, що y1 ≤′ y2 ⇔ y1 ⊆

y2 для всiх y1, y2 ∈ Y . Оскiльки A ∈ M, то маємо X 6= ∅, звiдки Y 6= ∅, оскiльки

R ⊆ X × Y є тотальним. Тодi B ∈ M i (A,B,R) є тотальною вiдповiднiстю

порядкiв. Тодi (A,B,R) ∈ R за визначенням R.

Лема 3.2.3. Нехай (A,B,R) ∈ R, A = (X,≤), B = (Y,≤′). Тодi для будь-яких

елементiв x1, x2 ∈ X i y1, y2 ∈ Y , таких, що x1Ry1 i x2Ry2 , виконуються такi

властивостi:

1. y1 ≤′ y2 ⇒ x1 ≤ x2;

2. x1 ≤ x2 ∧ (y1 ≤′ y2 ∨ y2 ≤′ y1)⇒ y1 ≤′ y2.

Доведення. Нехай x1, x2, y1, y2 є такими елементами, що x1Ry1 i x2Ry2. Тодi для

i = 1, 2 маємо xi ∈ yi ∧ (∀x′ ∈ yi x′ ≤ xi) за визначенням R.

1. Якщо y1 ≤′ y2, то x1 ∈ y1 ⊆ y2, тому x1 ≤ x2.

2. Припустимо, що x1 ≤ x2 ∧ (y1 ≤′ y2 ∨ y2 ≤′ y1). Припустимо, що y1 ≤′ y2
не виконується. Тодi y2 ⊆ y1. Доведемо, що y1 ⊆ y2.
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Нехай x ∈ y1. Оскiльки y1, y2 є ланцюгами в A, то y2 ∪ {x} є ланцюгом в A.

Крiм того, x ≤ x1 ≤ x2 ∈ y2. Припустимо, що x /∈ y2. Оскiльки y2 є насиченим, то

не iснує елементу x′ ≤ x, такого, що x′ ∈ y2. Тодi x ≤ x′ для всiх x′ ∈ y2, оскiльки

x ∈ y1, y2 ⊆ y1 i y1 є ланцюгом. Тодi x ∈ y2, оскiльки y2 є насиченим вниз. Тодi

маємо суперечнiсть з припущенням x /∈ y2. Таким чином, x ∈ y2.

Отже, y1 ⊆ y2. Тодi y1 = y2, тому y1 ≤′ y2. Це суперечить припущенню про

те, що y1 ≤′ y2 не виконується. Таким чином, y1 ≤′ y2.

Якщо (A,B,R) ∈ R, A = (X,≤), B = (Y,≤′) i E ⊆ Y , то будемо позначати

R−1(E) = {x ∈ X | ∃y ∈ E xRy}.

Лема 3.2.4. Нехай (A,B,R) ∈ R, A = (X,≤), B = (Y,≤′), c є непорожнiм

ланцюгом у RB(A) i c = R−1(c). Тодi c є непорожнiм ланцюгом у A, а R ∩ (c× c)

є графiком iзоморфiзму порядку мiж (c,≤ ∩(c× c)) i (c,≤′ ∩(c× c)).

Доведення. Нехай (A,B,R) ∈ R, A = (X,≤), B = (Y,≤′), c 6= ∅ є ланцюгом

у RB(A), c = R−1(c). Позначимо A0 = (c,≤ ∩(c × c)), B0 = (c,≤′ ∩(c × c)).

Слiд зауважити, що оскiльки c є непорожньою пiдмножиною R(X) ⊆ Y , множина

c = R−1(c) є непорожньою пiдмножиною X за визначенням RB(A), а A0, B0 є

частково впорядкованими множинами. Нехай R0 є таким бiнарним вiдношенням

мiж c i c:

R0 = R ∩ (c× c).

Перевiримо, що R0 є тотальним вiдношенням (мiж c i c). Нехай x ∈ c =

R−1(c). Тодi iснує y ∈ c, такий, що xRy. Тодi xR0y.

Перевiримо, що R0 є функцiональним. Нехай x, y1, y2 є такими елементами,

що xR0y1 i xR0y2. Тодi x ∈ R−1(c), y1, y2 ∈ c, xRy1, xRy2. Оскiльки c є ланцюгом,

y1 ≤′ y2 або y2 ≤′ y1. Тодi за пунктом 2 леми 3.2.3, y1 ≤′ y2 i y2 ≤′ y1, тому y1 = y2.

Перевiримо, що R0 є iн’єктивним. Нехай x1, x2, y є такими елементами, що

x1R0y i x2R0y. Тодi x1, x2 ∈ R−1(c), y ∈ c, x1Ry i x2Ry. Оскiльки y ≤′ y, то за

пунктом 1 леми 3.2.3, x1 ≤ x2 i x2 ≤ x1, тому x1 = x2.

Перевiримо, що R0 є сюр’єктивним. Нехай y ∈ c. Оскiльки c ⊆ R(X), то

iснує x ∈ X , такий, що xRy. Тодi x ∈ R−1(c) = c i xR0y.

Отже, R0 є графiком деякої бiєктивної функцiї f : c → c. Розглянемо f як

вiдображення мiж частково впорядкованими множинами A0 i B0.
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Перевiримо, що f є iзотонним вiдображенням. Нехай (x1, x2) ∈ ≤ ∩(c × c),

y1 = f(x1), y2 = f(x2). Тодi x1 ≤ x2, x1R0y1 i x2R0y2, тому y1, y2 ∈ c i x1Ry1,

x2Ry2. Оскiльки c є ланцюгом, то y1 ≤′ y2 ∨ y2 ≤′ y1. Тодi за пунктом 2 леми 3.2.3,

y1 ≤′ y2, тому

(f(x1), f(x2)) ∈ ≤
′ ∩(c× c).

Перевiримо, що f−1 є iзотонним вiдображенням. Нехай (y1, y2) ∈ ≤′ ∩(c×c),

x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2). Тодi x1R0y1, x2R0y2. Тодi x1, x2 ∈ c, y1, y2 ∈ c, x1Ry1,

x2Ry2 i y1 ≤′ y2. Тодi x1 ≤ x2 за пунктом 1 леми 3.2.3. Тодi маємо

(f−1(y1), f
−1(y2)) ∈ ≤ ∩(c× c).

Отже, f є iзоморфiзмом порядку мiж A0 i B0, а R ∩ (c × c) є його графiком.

Оскiльки c є ланцюгом, то B0 є лiнiйно впорядкованою множиною. Оскiльки

A0 ∼= B0, то A0 є лiнiйно впорядкованою множиною. Тодi c є (непорожнiм)

ланцюгом у A.

Лема 3.2.5. Нехай (A,B,R) ∈ R, A = (X,≤), B = (Y,≤′). Нехай c є непорожнiм

ланцюгом у A, c∗ ∈ Y , c ⊆ c∗ i c = {{x′ ∈ c∗ | x′ ≤ x} | x ∈ c}. Тодi c є непорожнiм

ланцюгом у RB(A) i c = R−1(c).

Доведення. Слiд зауважити, що c 6= ∅, оскiльки c 6= ∅.

Для кожного x ∈ c позначимо cx = {x′ ∈ c∗ | x′ ≤ x}. Тодi cx ∈ Y для кожного

x ∈ c за пунктом 2 леми 3.2.1, оскiльки c ⊆ c∗. Таким чином, c ⊆ Y .

Перевiримо, що c є ланцюгом в B. Нехай c1, c2 ∈ c. Тодi c1, c2 ∈ Y i iснують

елементи x1, x2 ∈ c, такi, що ci = cxi для i = 1, 2. Оскiльки c є ланцюгом, то

x1 ≤ x2 ∨ x2 ≤ x1. Якщо x1 ≤ x2, то cx1 ⊆ cx2, тому c1 ≤′ c2. Якщо x2 ≤ x1, то

cx2 ⊆ cx1, тому c2 ≤′ c1. У будь-якому випадку, c1 ≤′ c2 ∨ c2 ≤′ c1.

Перевiримо, що xRcx для кожного x ∈ c. Нехай x ∈ c. Тодi x ∈ cx (оскiльки

c ⊆ c∗) i ∀x′ ∈ cx x′ ≤ x, тому xRcx.

Перевiримо, що c ⊆ R(X). Нехай c ∈ c. Тодi c ∈ Y i c = cx для деякого

x ∈ c ⊆ X . Тодi xRcx (як було показано вище), тому c ∈ R(X).

Таким чином, c є непорожнiм ланцюгом у RB(A).

Перевiримо, що c ⊆ R−1(c). Нехай x ∈ c. Тодi x ∈ X , cx ∈ c i xRcx (як було

показано вище). Таким чином, x ∈ R−1(c).

Перевiримо, що R−1(c) ⊆ c. Нехай x ∈ R−1(c). Тодi x ∈ X i xRy для деякого

y ∈ c. Тодi y = cx0 для деякого x0 ∈ c. Тодi x ∈ cx0, оскiльки xRcx0. Тодi x ≤ x0.
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Крiм того, ∀x′ ∈ cx0 x′ ≤ x, а також x0 ∈ cx0, оскiльки x0 ∈ c ⊆ c∗ i x0 ≤ x0. Тодi

x0 ≤ x. Таким чином, x = x0 ∈ c.

Отже, c = R−1(c).

Лема 3.2.6. Кожний кортеж (A,B,R) ∈ R є FCBE вiдповiднiстю.

Доведення. Нехай (A,B,R) ∈ R. Тодi (A,B,R) є тотальною вiдповiднiстю поряд-

кiв. Тодi A = (X,≤), B = (Y,≤′) для деяких X,Y 6= ∅ i часткових порядкiв ≤, ≤′

на X i Y вiдповiдно. Крiм того, Y = C(A) i y1 ≤′ y2 ⇔ y1 ⊆ y2 для всiх y1, y2 ∈ Y ,

R ⊆ X × Y , а також xRc⇔ (x ∈ c ∧ (∀x′ ∈ c x′ ≤ x)) для всiх x ∈ X , c ∈ Y . Крiм

того, R є тотальним, тому R(X) 6= ∅ i RB(A) ∈M.

Нехай ≤′′ є частковим порядком RB(A), тобто ≤′′ = ≤′ ∩(R(X)×R(X)).

Доведемо, що R−1 є функцiональним. Припустимо, що cR−1x1, cR−1x2. Тодi

xi ∈ c ∧ (∀x′ ∈ c x′ ≤ xi) для i = 1, 2, тому x2 ≤ x1 i x1 ≤ x2, звiдки x1 = x2.

Доведемо, що R−1 є ланцюговою бiсимуляцiєю мiж RB(A) i A. Нехай C1 є

множиною всiх частково впорядкованих множин вигляду (c, ≤′′ ∩(c × c)), де c є

непорожнiм ланцюгом у RB(A), а C2 є множиною всiх частково впорядкованих

множин вигляду (c, ≤ ∩(c × c)), де c є непорожнiм ланцюгом у A. Нехай

ot : C1 ∪ C2 → 2C1∪C2 є функцiєю, такою, що

ot(c) = {c′ ∈ C1 ∪ C2 | c
′ ∼= c}

для всiх c ∈ C1 ∪ C2, а також

T = {ot(c) | c ∈ C1 ∪ C2}.

Нехай Q1 = R(X), Q2 = X . Нехай Li = (Qi, T ,→i), i = 1, 2 є розмiченими

транзицiйними системами, такими, що вiдношення переходу →i ⊆ Qi × T × Qi,

i = 1, 2 є такими, що для всiх i = 1, 2, q, q′ ∈ Qi, α ∈ T ,

q
α
→i q

′ ⇔ (∃C ∈ Ci q ∈ minC ∧ q
′ ∈ maxC ∧ α = ot(C)) .

Слiд зауважити, що R−1 ⊆ R(X)×X = Q1 ×Q2.

Спочатку доведемо, що R−1 є симуляцiєю мiж L1 i L2.

Нехай q1, q′1 ∈ Q1, α ∈ T , q2 ∈ Q2 є такими елементами, що q1
α
→1 q′1∧q1R

−1q2.

Оскiльки q1
α
→1 q′1, то iснує C1 ∈ C1, такий, що q1 ∈ minC1, q′1 ∈ maxC1 i

α = ot(C1). Оскiльки C1 ∈ C1, то iснує непорожнiй ланцюг c в RB(A), такий, що



163

C1 = (c, ≤′′ ∩(c×c)). Нехай c = R−1(c). Слiд зауважити, що C1 = (c, ≤′ ∩(c×c)),

оскiльки c ⊆ R(X). Тодi з леми 3.2.4 випливає, що c є непорожнiм ланцюгом у A,

C2 = (c, ≤ ∩(c × c)) є частково впорядкованою множиною, такою, що C2 ∼= C1, i

iснує iзоморфiзм порядку f : C2 → C1, такий, що R ∩ (c × c) є графiком f . Тодi

C2 ∈ C2 i ot(C2) = α.

Нехай q′2 = f−1(q′1). Тодi q′2 ∈ c ⊆ X = Q2 i q′1R
−1q′2. Слiд зауважити, що

q′2 ∈ maxC2, оскiльки q′1 ∈ maxC1 i f є iзоморфiзмом порядку. Крiм того, q1 ∈ c,

q2 ∈ X i q1R−1q2. Тодi q2Rq1 i q2 ∈ R−1(c) = c. Тодi (q2, q1) ∈ R ∩ (c × c), тому

f(q2) = q1. Тодi q2 ∈ minC2, оскiльки q1 ∈ minC1 i f є iзоморфiзмом порядку. Слiд

зауважити, що q2, q′2 ∈ Q2. Тодi q2
α
→2 q′2. Таким чином, q′2 ∈ Q2 i q2

α
→2 q′2∧q

′
1R
−1q′2.

Отже, R−1 є симуляцiєю мiж L1 i L2.

Тепер доведемо, що R є симуляцiєю мiж L2 i L1.

Нехай q2, q′2 ∈ Q2, α ∈ T , q1 ∈ Q1 є такими елементами, що q2
α
→2 q′2 ∧ q2Rq1.

Оскiльки q2
α
→2 q′2, то iснує C2 ∈ C2, такий, що q2 ∈ minC2, q′2 ∈ maxC2 i

α = ot(C2). Оскiльки C2 ∈ C2, то iснує непорожнiй ланцюг c в A такий, що

C2 = (c, ≤ ∩(c× c)).

Слiд зауважити, що q1 є ланцюгом в A, оскiльки q1 ∈ C(A).

Нехай c0 = q1∪c. Тодi c0 є ланцюгом в A, оскiльки q1, c є ланцюгами в A i для

будь-яких a ∈ q1 i b ∈ c виконуються нерiвностi a ≤ q2 (оскiльки q2Rq1) i q2 ≤ b

(оскiльки q2 ∈ minC2 i C2 є лiнiйно впорядкованою множиною), звiдки a ≤ b. Тодi

за пунктом 1 леми 3.2.1 iснує c∗ ∈ C(A), такий, що c0 ⊆ c∗.

Нехай c = {{x′ ∈ c∗ | x′ ≤ x} | x ∈ c}. Оскiльки c ⊆ c∗, то за лемою 3.2.5 c є

непорожнiм ланцюгом у RB(A) i c = R−1(c). Нехай C1 = (c, ≤′′ ∩(c×c)). Тодi C1
є частково впорядкованою множиною. Слiд зауважити, що C1 = (c, ≤′ ∩(c × c)),

оскiльки c ⊆ R(X). З леми 3.2.4 випливає, що iснує iзоморфiзм порядку f : C2 →

C1, такий, що R ∩ (c× c) є графiком f . Тодi C1 ∈ C1 i ot(C1) = α.

Нехай q′1 = f(q′2). Тодi q′1 ∈ c ⊆ R(X) = Q1 i q′2Rq
′
1. Слiд зауважити, що

q′1 ∈ maxC1, оскiльки q′2 ∈ maxC2 i f є iзоморфiзмом порядку. Крiм того, q2Rq1 i

q2 ∈ c, оскiльки q2 ∈ minC2. Слiд зауважити, що

q1 ⊆ {x
′ ∈ q1 ∪ c | x

′ ≤ q2} ⊆ {x
′ ∈ c∗ | x′ ≤ q2},

оскiльки q2Rq1 i c0 ⊆ c∗.

Перевiримо, що {x′ ∈ c∗ | x′ ≤ q2} ⊆ q1. Нехай x′ ∈ c∗ i x′ ≤ q2. Припустимо,

що x′ /∈ q1. Тодi q1 ∪ {x′} є ланцюгом в A, тому не iснує y ∈ q1, такого, що
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y ≤ x′ (оскiльки q1 є насиченим ланцюгом), звiдки x′ ≤ y для всiх y ∈ q1 (оскiльки

q1 ∪ {x′} є ланцюгом), тому x′ ∈ q1, оскiльки q1 є насиченим вниз, що суперечить

припущенню x′ /∈ q1.

Таким чином, q1 = {x′ ∈ c∗ | x′ ≤ q2} ∈ c, оскiльки q2 ∈ c. Тодi

(q2, q1) ∈ R ∩ (c × c), тому f(q2) = q1. Тодi q1 ∈ minC1, оскiльки q2 ∈ minC2
i f є iзоморфiзмом порядку. Слiд зауважити, що q1, q

′
1 ∈ Q1, тому q1

α
→1 q′1. Тодi

q′1 ∈ Q1 i q1
α
→1 q′1 ∧ q

′
2Rq

′
1. Таким чином, R є симуляцiєю мiж L2 i L1.

Отже, R−1 є бiсимуляцiєю мiж L1 i L2, тому R−1 є ланцюговою бiсимуляцiєю

мiж RB(A) i A. Крiм того, R−1 є функцiональним вiдношенням.

Таким чином, (A,B,R) є FCBE вiдповiднiстю.

Нехай Σ1 i Σ2 позначають (одну i ту ж) сигнатуру частково впорядкованих

множин. Нехай D є єдиним спiльним сортом Σ1 i Σ2. Використовуючи позначення

пiдпункту 3.2.4.2, нехай Σ1,2,R є сигнатурою, визначеною як у зауваженнi 3.2.10

(де D1 i D2 збiгаються з D), нехай Σ2PH є розширенням Σ2 новими предикатними

символами

P : D→ Bool, H : D→ Bool,

а Σ1,2,RP
1

H1
є розширенням Σ1,2,R новими предикатними символами

P1 : D1 → Bool, H1 : D1 → Bool.

Нехай I ∈ F→,∧,∀(Σ2PH) є формулою

Φ1 ∧ Φ2 (3.10)

де Φ1,Φ2 визначенi нижче, де “a := b” означає “a є скороченням для b”, а xi < xj є

скороченням для xi ≤ xj ∧ ¬̇(xi = xj) для всiх i, j ∈ N0:

Φ1 := ∀x1((∀x2 (x1 < x2 → H(x2)))→ P(x1))

Φ2 := ∀x1((H(x1) ∧ (∃̇x2 x2 < x1))→ Φ3(x1))

Φ3(x1) := ∃̇x3 (x3 < x1 ∧ ∀x2 ((x3 ≤ x2 ∧ x2 < x1)→ P(x2))).

Нехай I′ ∈ F (Σ1,2,RP
1

H1
) є такою формулою:

I[p(∙) 7→ ∀x (R(x, ∙)→ p1(x)) | p = P, H]. (3.11)
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Слiд зауважити, що I′ є замкненою формулою, оскiльки I є замкненою формулою.

Також слiд вiдмiтити, що I′ ∈ F→,∧,∀(Σ1,2,RP
1

H1
).

Лема 3.2.7. I′ є принципом FO псевдоiндукцiї для R i D1.

Доведення. З визначення I′ випливає, що H1 є негативним у I′, а P1 є позитивним

у I′.

Нехай I є iнтерпретацiєю Σ1,2,R в R. Нехай X = I(D1), Y = I(D2), R =

I(R), ≤= I(≤1), ≤′= I(≤2), A = (X,≤), B = (Y,≤′). Тодi A, B є частково

впорядкованими множинами i (A,B,R) ∈ R. Крiм того, X 6= ∅, Y = C(A),

y1 ≤′ y2 ⇔ y1 ⊆ y2 для всiх y1, y2 ∈ Y i R ⊆ X × Y є тотальним вiдношенням.

Перевiримо, що I′[H1 7→ P1] |=I ∀x P1(x). Нехай I ′ є iнтерпретацiєю Σ1,2,RP
1

H1
,

що погоджується з I на сортах i символах Σ1,2,R. Припустимо, що I ′(I′[H1 7→ P1]) є

iстинним. Доведемо, що I ′(∀x P1(x)) є iстинним.

Нехай P = I ′(P1). Тодi P є предикатом на X . Нехай Q : Y → Bool є

предикатом, таким, що для кожного y ∈ Y виконується

Q(y)⇔ ∀x ∈ X (xRy ⇒ P (x)).

Нехай S = {x ∈ X | P (x)} i S ′ = {y ∈ Y | Q(y)}. Тодi S ⊆ X i S ′ ⊆ C(A).

Доведемо, що множина S є загально iндуктивною вiдносно S ′ (у сенсi

означення 3.1.3).

1. Нехай c ∈ S ′ i x є найбiльшим елементом c. Тодi c ∈ C(A), x ∈ X i xRc,

оскiльки (A,B,R) ∈ R. Крiм того, Q(c) є iстинним, тому xRc ⇒ P (x) є

iстинним, звiдки P (x) є iстинним i x ∈ S.

2. Нехай a ∈ C(A) i ∀b ∈ C(A) (a ⊂ b ⇒ b ∈ S ′). Нехай Φ′1 ∈ F (Σ1,2,R
P1

H1
) є

таким реченням

∀x1((∀x2 (x1 <2 x2 → ∀x (R(x, x2)→ P1(x))))→ ∀x (R(x, x1)→ P1(x)))

(де xi <
2 xj є скороченням для xi ≤2 xj ∧ ¬̇(xi = xj)).

Тодi I ′(Φ′1) є iстинним, оскiльки I ′(I′[H1 7→ P1]) є iстинним. Тодi

∀y1 ∈ Y ((∀y2 ∈ Y (y1 ≤
′ y2 ∧ y1 6= y2 ⇒ Q(y2)))⇒ Q(y1)).

Обираючи y1 = a, можемо зробити висновок, що a ∈ S ′.

3. Нехай c ∈ S ′ є множиною, що не має найбiльшого елементу (вiдносно ≤).

Тодi c не є одноелементною множиною.
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Нехай Φ′2 ∈ F (Σ1,2,R
P1

H1
) є таким реченням

∀x1(((∀x (R(x, x1)→ P1(x))) ∧ (∃̇x2 x2 <
2 x1))→ Φ

′
3(x1)),

де Φ′3(x1) є скороченням для

∃̇x3 (x3 <
2 x1 ∧ ∀x2 ((x3 ≤

2 x2 ∧ x2 <
2 x1)→ ∀x (R(x, x2)→ P1(x)))).

Тодi I ′(Φ′2) є iстинним, оскiльки I ′(I′[H1 7→ P1]) є iстинним. Тодi

∀y1 ∈ Y ((Q(y1) ∧ (∃y2 ∈ Y y2 ≤
′ y1 ∧ y2 6= y1))⇒ E(y1)),

де E : Y → Bool є предикатом, таким, що для кожного y1 ∈ Y , E(y1) є

iстинним тодi i тiльки тодi, коли

∃y3 ∈ Y (y3 ≤
′ y1 ∧ y3 6= y1 ∧ ∀y2 ∈ Y (y3 ≤

′ y2 ∧ y2 ≤
′ y1 ∧ y2 6= y1 ⇒ Q(y2))).

Слiд зауважити, що c 6= ∅, оскiльки c ∈ C(A) i X 6= ∅. Оскiльки c

є непорожнiм ланцюгом у A i не є одноелементною множиною, iснують

x1, x2 ∈ c, такi, що x1 ≤ x2 i x1 6= x2. Нехай y1 = c i y2 = {x′ ∈ c | x′ ≤ x1}.

Тодi y2 ⊂ y1. За пунктом 2 леми 3.2.1, y2 ∈ C(A). Тодi y1, y2 ∈ Y , Q(y1)

є iстинним, y2 ≤′ y1 i y2 6= y1. Таким чином, E(y1) є iстинним. Тодi iснує

y3 ∈ Y , такий, що

y3 ≤
′ y1 ∧ y3 6= y1 ∧ (∀y2 ∈ Y (y3 ≤

′ y2 ∧ y2 ≤
′ y1 ∧ y2 6= y1 ⇒ Q(y2))).

Нехай a = y3. Тодi a = y3 ⊂ y1 = c i для кожного b ∈ Y виконується

a ⊆ b ⊂ c ⇒ Q(b). Крiм того, виконується Q(c) (i, таким чином, Q(y1)).

Таким чином, a ∈ C(A), a ⊂ c i ∀b ∈ C(A) (a ⊆ b ⊆ c⇒ b ∈ S ′).

Отже, множина S є загально iндуктивною вiдносно S ′. Тодi S = X за лемою 3.1.1,

тому виконується ∀x ∈ X P (x). Тодi I ′(∀x P1(x)) є iстинним.

Отже, I′[H1 7→ P1] |=I ∀x P1(x).

Таким чином, I′ є принципом FO псевдоiндукцiї для R i D1.

Лема 3.2.8. I′ є принципом FO iндукцiї для R i D1.

Доведення. Випливає з леми 3.2.7 i визначення принципу FO iндукцiї.
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Лема 3.2.9. I′ є точним принципом FO iндукцiї для R i D1.

Доведення. Випливає безпосередньо з означення 3.2.3 i леми 3.2.8.

Лема 3.2.10. I′ є нетривiалiзовним точним принципом FO iндукцiї для R i D1.

Доведення. Згiдно леми 3.2.9, I′ є точним принципом FO iндукцiї для R i D1.

Нехай X = Z (множина цiлих чисел), нехай ≤ є звичайним порядком на Z,

A = (X,≤), Y = C(A), ≤′ є бiнарним вiдношенням на Y , таким, що y1 ≤′ y2 тодi i

тiльки тодi, коли y1 ⊆ y2, а R ⊆ X × Y є таким вiдношенням, що xRy тодi i тiльки

тодi, коли x є найбiльшим елементом y у сенсi звичайного порядку на Z. Нехай

B = (Y,≤′). Слiд зауважити, що для кожного елементу x ∈ X ,

{x′ ∈ Z | x′ ≤ x} ∈ C(A), xR{x′ ∈ Z | x′ ≤ x},

тому R є тотальним вiдношенням. Тодi Y 6= ∅, A,B є частково впорядкованими

множинами, (A,B,R) є тотальною вiдповiднiстю порядкiв i (A,B,R) ∈ R. Нехай

I є iнтерпретацiєю Σ1,2,R, такою, що I(D1) = X , I(D2) = Y , I(≤1) = ≤, I(≤2) = ≤′ i

I(R) = R. Тодi I є iнтерпретацiєю Σ1,2,R в R. Слiд зауважити, що з I′ |=I,H0 ∀x P
1(x)

випливає, що H0(x) є iстинним для всiх x. Таким чином, I′ є нетривiалiзовним.

Тепер завершимо доведення.

Доведення теореми 3.2.1.

За лемою 3.2.6, R є пiдкласом класу всiх FCBE вiдповiдностей. За лемою

3.2.2, для кожного A ∈ M iснують B,R, такi, що (A,B,R) ∈ R, а за лемою

3.2.10, I′ є нетривiалiзовним точним принципом FO iндукцiї для R i D1. Тодi I є

нетривiалiзовним точним R-непрямим принципом FO iндукцiї для M.

3.2.6. Спiльне узагальнення принципiв фундованої i дiйсної iндукцiї та

його формалiзацiя у системi iнтерактивного доведення теорем

У цьому пунктi наведено принцип FO iндукцiї, що надає спiльне узагаль-

нення принципiв фундованої i дiйсної iндукцiї. Такий принцип формалiзовано за

допомогою системи iнтерактивного доведення теорем Isabelle.

Для будь-якої частково впорядкованої множини (X,≤) i пiдмножини A ⊆ X

будемо використовувати такi позначення:

– < є строгим порядком, що вiдповiдає ≤;

– [a, b]≤ є множиною {x ∈ X | a ≤ x ∧ x ≤ b};

– (a, b]≤ є множиною {x ∈ X | a < x ∧ x ≤ b};
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– x = inf≤A позначає, що x є точною нижньою межею A в (X,≤).

Означення 3.2.10. Частково впорядкована множина (X,≤) є локально вiльною вiд

алмазiв вгору, якщо для кожного x ∈ X iснує пiдмножина O ⊆ X , така, що

1) x ∈ O;

2) C∩O 6= ∅ для кожного непорожнього ≤-ланцюга C, такого, що inf≤C = x;

3) (x, a]≤ ∩O 6= ∅ для кожного елементу a ∈ X , такого, що x < a;

4) O є вiльною вiд алмазiв (де O розглядається як породжена частково

впорядкована пiдмножина).

Будемо казати, що частково впорядкована множина (X,≤) є повною вниз,

якщо кожний непорожнiй ланцюг має точну нижню межу в (X,≤).

Твердження 3.2.3. (1) Кожна фундована (зокрема скiнченна) частково впо-

рядкована множина є локально вiльною вiд алмазiв вгору i повною вниз.

(2) Кожна лiнiйно впорядкована множина, що є повною ґраткою (зокрема

дiйсний промiжок [0, 1] зi звичайним порядком) є локально вiльною вiд алмазiв

вгору i повною вниз.

Доведення. Формальнi докази для формалiзацiй тверджень (1) i (2) в системi

Isabelle/HOL наведенi за посиланням [85, файл LDF_Induction.thy, рядки 154–

166, 181–198].

Нехай Σ є сигнатурою з одним сортом i одним бiнарним предикатним

символом ≤. Нехай P i H є новими унарними предикатними символами.

Нехай Ihyb є таким реченням у F∧,→,∀(ΣP
H;):

( ∀x1 (∀x2 (x2 < x1 → H(x2)))→ P(x1) )

∧ ( ∀x1∀x2

( H(x1) ∧ x1 < x2 ∧ (∀x3 ((∀x4 (x1 < x4 ∧ x4 ≤ x2 → x3 ≤ x4))→ x3 ≤ x1)) )

→ ( ∃̇x4 (x1 < x4 ∧ x4 ≤ x2 ∧ ∀x5 (x1 < x5 ∧ x5 ≤ x4 → P(x5))) ) ),

де xi < xj є скороченням для xi ≤ xj ∧ ¬̇(xi = xj).

Твердження 3.2.4. Для будь-якої iнтерпретацiї I для Σ у класi локально вiльних

вiд алмазiв вгору повних вниз частково впорядкованих множин виконуються такi

властивостi:
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(1) Ihyb[H 7→ P] |=I ∀x P(x);

(2) ∀x P(x) |=I Ihyb[H 7→ P].

Доведення. Формальнi докази для формалiзацiй (1) i (2) у системi Isabelle/HOL

наведенi у [85, файл LDF_Induction.thy, рядки 208–220, 222–226].

Теорема 3.2.2. Ihyb є принципом FO iндукцiї для класу всiх локально вiльних вiд

алмазiв вгору повних вниз частково впорядкованих множин.

Доведення. Випливає безпосередньо з визначення Ihyb i твердження 3.2.4.

〈0, 0〉

〈0, 1〉 〈1, 1〉

〈1, 0〉P1

P2
Q1

Q2

Рисунок 3.4 — Iлюстрацiя локально вiльної вiд алмазiв вгору частково

впорядкованої множини з прикладу 3.2.14. Точки на сторонах квадрата

[0, 1]× [0, 1] упорядкованi частковим порядком �. Стрiлки позначають напрям

впорядкування точок на кожнiй сторонi. При цьому, P1 ≺ P2 та Q1 ≺ Q2, але Pi i

Qj є �-непорiвнюваними для i, j ∈ {1, 2}. Слiд зауважити, що частково

впорядкована множина не є (глобально) вiльною вiд алмазiв.

Приклад 3.2.14. Розглянемо множину A, що складається з точок на сторонах

квадрата [0, 1]× [0, 1] на площинi, що впорядкована вiдношенням � (рисунок 3.4),

таким, що P � Q, де P = 〈x, y〉 i Q = 〈x′, y′〉, виконується тодi i тiльки тодi, коли

(x ≤ x′ ∧ y ≤ y′) ∧

({P,Q} ⊆ ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {1}) ∨ {P,Q} ⊆ ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, 1])).

Слiд зауважити, що частково впорядкована множина (A,�) не є нi фундованою,

нi нетеровою, нi лiнiйно впорядкованою, що виключає можливiсть прямого засто-

сування кiлькох вiдомих принципiв iндукцiї до задачi доведення того, що заданий

предикат на A є всюди iстинним. Принцип вiдкритої iндукцiї [174] є застосовним,
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але вiн не може бути сформульований безпосередньо як принцип FO iндукцiї через

умову вiдкритостi множини.

Для того, щоб перевiрити, що частково впорядкована множина (A,�), про-

iлюстрована на рисунку 3.4, є локально вiльною вiд алмазiв вгору, в означеннi

3.2.10 можна узяти O = {y ∈ A | x � y} якщо x 6= 〈0, 0〉 та O = A\{〈1, 1〉}

якщо x = 〈0, 0〉 . В обох випадках, умови означення 3.2.10 можуть бути перевiренi

безпосередньо. Також, дана частково впорядкована множина є повною вниз, тому

теорема 3.2.2 може бути використана для доведення того, що заданий предикат є

всюди iстинним на A.

3.3. Висновки до роздiлу 3

У роздiлi було запропоновано спецiальнi принципи iндукцiї для доведення

властивостей елементiв переписувальних систем i частково впорядкованих мно-

жин, що не задовольняють припущенням про термiнальнiсть та злiченнiсть.

У пiдроздiлi 3.1 отримано зворотний принцип вiдкритої iндукцiї (теорема

3.1.1) та видiлено пiдклас класу повних частково впорядкованих множин (клас

вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих множин), для якого сформу-

льовано принцип iндукцiї, у якому не використовується безпосередньо топологiчне

припущення з принципу вiдкритої iндукцiї (теорема 3.1.2). Такий принцип також

може бути застосований до ациклiчних АПС, що породжують вiдповiднi частково

впорядкованi множини.

У пiдроздiлi 3.2 було запропоновано загальний пiдхiд до формулювання

принципiв iндукцiї для рiзних структур i цей пiдхiд було застосовано до час-

тково впорядкованих множин. У контекстi цього пiдходу було запропоновано R-

непрямий принцип FO iндукцiї для класу всiх частково впорядкованих множин,

де R є пiдкласом класу FCBE вiдповiдностей. Iдея такого непрямого iндуктивно-

го принципу полягає у зведеннi задачi доведення ∀x ∈ X P (x) для предиката P

на частково впорядкованiй множинi (X,≤) до задачi доведення ∀y ∈ Y Q(y) для

пов’язаного предиката Q на поповненнi розгортання (X,≤) у дерево (префiксно

впорядковану множину), для вирiшення якої можна використати модифiкований

варiант принципу iндукцiї для вiльних вiд алмазiв повних частково впорядкованих

множин з пiдроздiлу 3.1.

Також, було запропоноване спiльне узагальнення принципiв фундованої i

дiйсної iндукцiї (теорема 3.2.2), що може бути застосоване до локально вiльних
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вiд алмазiв вгору повних вниз частково впорядкованих множин (або ациклiчних

АПС, що породжують такi частково впорядкованi множини). Також, було отримано

вiдповiдну формалiзацiю в системi iнтерактивного доведення теорем Isabelle [57].

Дана формалiзацiя доступна за посиланням [85].
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РОЗДIЛ 4. АНАЛIЗ АБСТРАКТНИХ ДИНАМIЧНИХ МОДЕЛЕЙ

4.1. Розв’язна формальна теорiя для абстрактних динамiчних систем з

неперервним часом

4.1.1. Попереднi зауваження

Хоча у теорiї АПС переписувальнi системи розглядаються здебiльшого без

деталiзацiї їх iнтерпретацiї та структури елементiв i правил переписування, для

застосувань даної теорiї є важливим видiлення пiдходiв до iнтерпретацiї АПС та

встановлення зв’язкiв мiж АПС i бiльш конкретними математичними моделями.

Типовими є iнтерпретацiї АПС як абстракцiй дискретних динамiчних систем

та дискретних моделей обчислень [202]. Однак, для iнформатики також важливими

є недискретнi та дискретно-неперервнi динамiчнi моделi [43, 6]. АПС можуть бути

використанi як абстракцiї недискретних динамiчних моделей, наприклад, шляхом

розгляду вiдношення редукцiї як вiдношення досяжностi на станах таких систем,

але при такому застосуваннi АПС може не подавати часову тривалiсть процесiв,

якi описує початкова динамiчна модель. Тому є доцiльним дослiдження моделей

промiжного рiвня абстракцiї мiж АПС i конкретними динамiчними моделями

(наприклад, такими, як гiбриднi автомати [43]), що дозволяють врахувати часову

тривалiсть процесiв.

Пiдходи до визначення поняття динамiчної системи на рiзних рiвнях абстра-

кцiї пропонувались в багатьох роботах, включаючи [10, 44, 178, 49, 186, 106, 103,

138, 209], що у багатьох випадках використовували аксiоматизацiї деяких властиво-

стей систем, визначених диференцiальними рiвняннями [49, 50]. Один з таких пiд-

ходiв, що може бути пов’язаний з поняттям АПС, було запропоновано у [49]. Вiн

включає визначення поняття процесу [49, 50] i системи розв’язкiв [49] О. Гаєка.

Зв’язок цих понять з АПС може бути зручно пояснений у термiнах вужчого понят-

тя недетермiнованої повної маркiвської системи (НПМС), що було запропоноване

у [67, 68] на базi поняття системи розв’язкiв О. Гаєка. З НПМС асоцiйована множи-

на траєкторiй, що є частковими функцiями на множинi невiд’ємних дiйсних чисел

(моментiв часу), яка задовольняє умову замкненостi вiдносно обмежень на часо-

вi промiжки (властивiсть CPR [67, 68]), недетермiновану маркiвську властивiсть

[67, 68, 209] та умову повноти множини траєкторiй (непорожнi ланцюги траєкто-
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рiй у сенсi включення їх графiкiв мають точнi верхнi межi [67, 68]). Цi три умови

можуть розглядатись як аналоги (адаптованi для випадку неперервного часу) таких

трьох властивостей визначеної нижче множини (мови) дискретних послiдовностей

елементiв S(X,→) для АПС. Нехай (X,→) є АПС, а S(X,→) є множиною усiх

скiнченних або нескiнченних послiдовностей (ai)ki=0 елементiв X , де k ∈ N0∪{∞},

таких, що ai → ai+1 для всiх i, таких, що 0 ≤ i < k. Тодi:

1) якщо (ai)ki=0 ∈ S(X,→), то (ai+n)m−ni=0 ∈ S(X,→) для 0 ≤ n ≤ m < k;

2) якщо (ai)ki=0, (bj)
l
j=0 ∈ S(X,→), k < ∞ i ak = b0, то конкатенацiя

послiдовностей a0, a1, ..., ak, b1, b2, ... (що ототожнює перший i останнiй елемент

послiдовностей ai i bj) належить S(X,→);

3) якщо (ai)∞i=0 є iндексованою сiм’єю елементiв X , такою, що (ai)ki=0 ∈

S(X,→) для кожного k ∈ N0, то (ai)∞i=0 ∈ S(X,→).

Траєкторiї НПМС можуть розглядатись як аналоги послiдовностей з множи-

ни S(X,→), але вони є функцiями на дiйсних промiжках, а такi промiжки можуть

бути використанi для моделювання часових вiдрiзкiв. Слiд зауважити, що аналогi-

чно до АПС, НПМС не накладає обмежень на структуру множини елементiв/станiв

(i накладає слабкi обмеження на поведiнку системи, дозволяє врахувати недетер-

мiнiзм i iснування часткових траєкторiй [96]).

Приклади подання конкретних (недискретних) динамiчних систем у формi

НПМС або систем розв’язкiв О. Гаєка наведенi у [67, 49, 50]. Слiд зауважити, що

при поданнi конкретних динамiчних систем у формi НПМС (або близьких до неї

понять) є зручним таке припущення [209, 168]: кожна можлива реалiзацiя пове-

дiнки системи може розглядатись як функцiя, що подає змiну глобального стану у

неперервному часi. Таким чином, загальна поведiнка системи може бути описана

множиною функцiй (траєкторiй) з глобальної часової областi у множину глобаль-

них станiв. Можлива iнтерпретацiя недетермiнованої маркiвської властивостi по-

лягає в тому [67, 68], що в будь-який фiксований момент часу множина можливих

майбутнiх продовжень траєкторiї системи залежить тiльки вiд її поточного стану

i не залежить вiд шляху, за яким система досягла поточного стану. Визначення

системи розв’язкiв О. Гаєка [49] включає подiбну вимогу, але у ньому вiдсутнiй

еквiвалент вимоги повноти НПМС (що є корисною для встановлення зв’язку мiж

локальними у часi i глобальними у часi властивостями поведiнки системи). НПМС

також близькi до поняття TCTL структури в сенсi [1].

У цьому пiдроздiлi буде визначено формальну мову для виразу основних вла-
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стивостей траєкторiй НПМС, визначено iнтерпретацiю цiєї мови i показано, що

асоцiйована формальна теорiя (множина речень, якi є iстинними в усiх iнтерпре-

тацiях) є розв’язною. Щоб довести розв’язнiсть зазначеної теорiї буде використа-

но теорему М.О. Рабiна [170] про розв’язнiсть одномiсної теорiї другого порядку

дiйсного сегмента [0, 1] з квантифiкацiєю за Fσ-пiдмножинами (злiченними об’єд-

наннями замкнених множин).

У наступних пiдроздiлах наданi додатковi результати, що стосуються аналiзу

НПМС як абстрактних недискретних динамiчних моделей, а також наданi деякi

результати стосовно зв’язкiв понять теорiї АПС та моделей обчислень.

Результати пiдроздiлу i решти роздiлу також описанi у [95, 93, 94, 90, 110,

89, 147, 92, 72, 97, 112, 99, 71, 96, 111, 98, 88, 91].

4.1.2. Пов’язанi роботи iнших авторiв

Методи доведення властивостей динамiчних систем, що можуть поєднува-

ти дискретну та неперервну поведiнку вивчались у рiзних контекстах у теорiї

диференцiальних рiвнянь, теорiї керування та iнформатицi, наприклад, для дифе-

ренцiальних рiвнянь з розривною правою частиною [34], систем з перемиканням

[128], гiбридних систем керування [210, 195, 144, 13, 43], гiбридних автоматiв

[3, 2, 51, 132]. Для iнформатики важливими лишаються проблеми надання засо-

бiв формальної специфiкацiї поведiнки таких систем та алгоритмiв для перевiрки

їх властивостей, важливих для застосувань, коли це можливо. Одним з пiдходiв

до цих проблем є застосування спецiальних логiк [7, 171, 17, 127] [165, 164, 163],

що дозволяють формалiзувати мiркування про властивостi систем з неперервним

часом. Прикладами є темпоральна логiка дiйсних чисел (англ. Temporal Logic of

Reals) [7], числення тривалостей (англ. Duration Calculus) [17], одномiсна логi-

ка другого порядку над структурою булевих сигналiв скiнченної змiнностi (англ.

Monadic Second Order Logic over the structure of boolean finitely variable signals)

[171], темпоральна логiка дiй (англ. Temporal Logic of Action) для неперервного

часу [172], темпоральна логiка реального часу (англ. Real-time Temporal Logic) [9],

диференцiальна динамiчна логiка (англ. Differential Dynamic Logic) [163]). Мови

таких логiк дозволяють формулювати специфiкацiї поведiнки i властивостей си-

стем у випадках, важливих для застосувань. Однак, перевiрка чинностi формул у

достатньо виразних логiках такого типу є нерозв’язною [171, 165, 164, 163] (що

часто пов’язано з нерозв’язнiстю задач досяжностi для рiзних класiв гiбридних

систем), тому пошук розв’язних фрагментiв таких логiк лишається актуальною
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проблемою. Слiд зауважити, що розв’язнi фрагменти зазначених логiк часто сто-

суються систем, що задовольняють припущення про скiнченну змiннiсть (вiдсу-

тнiсть зенонiвських поведiнок) [54, 171], коли iсторiя значень дискретних змiнних

системи може бути описана кусково-постiйними функцiями зi скiнченною мно-

жиною розривiв на кожному обмеженому промiжку часу. Хоча це припущення є

адекватним для багатьох застосувань, спрощенi математичнi моделi деяких реаль-

них систем не вiдповiдають йому [119, 213]. Тому важливим є отримання засобiв

формалiзацiї бiльш загальних систем з неперервним часом, що не задовольняють

припущенню про скiнченну змiннiсть, але якi, все ж, мають розв’язну асоцiйовану

задачу перевiрки їх базових властивостей.

4.1.3. Допомiжнi позначення, означення, факти

Позначимо як T = R+ множину невiд’ємних дiйсних чисел (моментiв

часу). Позначимо як T множину всiх промiжкiв (зв’язних пiдмножин) в T , що

мiстять бiльше нiж один елемент (тобто якi не є порожньою або одноелементною

множиною). Будемо використовувати позначення f : A→̃B для часткових функцiй

з множини A в множину B. Також, для часткової функцiї f будемо позначати:

– f(x) ↓ – f є визначеною на x;

– f(x) ↓= y – f є визначеною на x i f(x) = y;

– f(x) ↑ – f не є визначеною на x.

Нехай Q є деякою фiксованою множиною (що буде називатись множиною

станiв). Будемо позначати як Tr множину (деяких, можливо не всiх) функцiй

вигляду s : A → Q, де A ∈ T. Елементи Tr будуть називатись (частковими)

траєкторiями.

Будемо використовувати термiни НПМС (недетермiнована повна маркiвська

система, англ. NCMS), властивiсть замкненостi множини траєкторiй вiдносно

власних обмежень (англ. CPR property), недетермiнована маркiвська властивiсть

(англ. Markovian property), LR подання НПМС (англ. LR representation), лiво-

локальний предикат (англ. left-local predicate), право-локальний предикат (англ.

right-local predicate) вiдповiдно до означень, наведених у [69].

Якщо f1, f2 : T→̃Y , де Y є деякою множиною, A ⊆ T i t ∈ T , то будемо

писати [69, 68]:

– f1
.
=A f2, якщо f1|A = f2|A i A ⊆ dom(f1) ∩ dom(f2);

– f1
.
=t− f2, якщо t > 0 ∧ (∃t′ ∈ [0, t) f1

.
=(t′,t] f2);

– f1
.
=t+ f2, якщо ∃t′ > t f1

.
=[t,t′) f2.
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Позначимо як ST (Q) [69] множину всiх пар (s, t), таких, що s : A → Q для

деякої множини A ∈ T, такої, що t ∈ A (тобто множина A є областю визначення s,

A належить T i мiстить елемент t, а значення s належать Q).

Позначимо як LR(Q) [69] множину всiх пар (l, r) предикатiв на ST (Q), де

l : ST (Q) → Bool є лiво-локальним предикатом, а r : ST (Q) → Bool є право-

локальним предикатом.

Означення 4.1.1. Найменше LR подання (l∗, r∗) для НПМС Σ = (T,Q, Tr) – це

LR подання [69] (l, r) для Σ, таке, що l∗(s, t) ⇒ l(s, t) i r∗(s, t) ⇒ r(s, t) для всiх

(s, t) ∈ ST (Q).

Теорема 4.1.1. (1) Кожна НПМС має єдине найменше LR подання.

(2) Якщо Σ = (T,Q, Tr) є НПМС i (l∗, r∗) є її найменшим LR поданням, то

для всiх пар (s, t) ∈ ST (Q) виконується:

l∗(s, t)⇔ t = 0 ∨ (∃t′ ∈ (0, t) s|(t′,t] ∈ Tr ∪ {s|{t}});

r∗(s, t)⇔ ∃t′ ∈ (t,+∞) s|[t,t′) ∈ Tr ∪ {s|{t}}.

Доведення. (1). Нехай Σ = (T,Q, Tr) є НПМС. Визначимо предикати l∗ : ST (Q)→

Bool та r∗ : ST (Q) → Bool таким чином: для фiксованих s, t, значення l∗(s, t) є

iстинним тодi i тiльки тодi, коли l(s, t) є iстинним для кожного LR подання (l, r)

для Σ, а r∗(s, t) є iстинним тодi i тiльки тодi, коли r(s, t) є iстинним для кожного

LR подання (l, r) для Σ. Слiд зауважити, що поточкова кон’юнкцiя непорожньої

множини лiво-локальних предикатiв на ST (Q) є лiво-локальним предикатом, а по-

точкова кон’юнкцiя непорожньої множини право-локальних предикатiв на ST (Q)

є право-локальним предикатом. За теоремою [69, теорема 1], Σ має LR подан-

ня, тому l∗ є лiво-локальним предикатом, а r∗ є право-локальним предикатом, то-

му (l∗, r∗) ∈ LR(Q). Крiм того, для будь-яких A ∈ T та s : A → Q має мiсце

l∗(s, t)∧ r∗(s, t) для всiх t ∈ A тодi i тiльки тодi, коли l(s, t)∧ r(s, t) є iстинним для

всiх t ∈ A i всiх LR подань (l, r) для Σ, тобто тодi i тiльки тодi, коли s ∈ Tr. Тому

(l∗, r∗) є LR поданням Σ i є найменшим LR поданням. Єдинiсть найменшого LR

подання НПМС випливає безпосередньо з його визначення.

(2). Розглянемо предикати l0, r0 : ST (Q)→ Bool, такi, що для всiх s, t:

l0(s, t)⇔ t = 0 ∨ (∃t′ ∈ (0, t) s|(t′,t] ∈ Tr ∪ {s|{t}});

r0(s, t)⇔ ∃t
′ ∈ (t,+∞) s|[t,t′) ∈ Tr ∪ {s|{t}}.
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З недетермiнованої маркiвської властивостi та властивостi замкненостi вiдносно

власних обмежень множини Tr випливає, що l0 є лiво-локальним предикатом, r0 є

право-локальним предикатом. Крiм того, функцiя s : T→̃Q, така, що dom(s) ∈ T

належить множинi Tr тодi i тiльки тодi, коли l0(s, t) ∧ r0(s, t) є iстинним для всiх

t ∈ dom(s). Тодi (l0, r0) ∈ LR(Q) i (l0, r0) є LR поданням Σ. Крiм того, для будь-

якого LR подання (l, r) для Σ виконується l0(s, t) ⇒ l(s, t) та r0(s, t) ⇒ r(s, t) для

кожної пари (s, t) ∈ ST (Q), оскiльки s ∈ Tr тодi i тiльки тодi, коли l(s, t′)∧ r(s, t′)

для всiх t′ ∈ dom(s). Тодi (l0, r0) є найменшим LR поданням Σ. За пунктом (1)

найменше LR подання Σ єдине, тому l0 = l∗ i r0 = r∗.

Для кожної НПМС Σ будемо позначати як LRmin(Σ) найменше LR подання

Σ. Будемо позначати як LR∗(Q) множину всiх пар (l, r) ∈ LR(Q), таких, що для

кожної пари (s, t) ∈ ST (Q):

(1) якщо l(s, t) є iстинним i t є немiнiмальним елементом dom(s), то iснує

елемент t′ ∈ (0, t), такий, що l(s, t′′) ∧ r(s, t′′) для всiх t′′ ∈ (t′, t);

(2) якщо r(s, t) є iстинним i t є немаксимальним елементом dom(s), то iснує

елемент t′ > t, такий, що l(s, t′′) ∧ r(s, t′′) для всiх t′′ ∈ (t, t′).

Теорема 4.1.2. (1) Якщо (l, r) ∈ LR∗(Q), то iснує НПМС Σ = (T,Q, Tr),

така, що (l, r) = LRmin(Σ).

(2) Якщо Σ = (T,Q, Tr) є НПМС, то LRmin(Σ) ∈ LR∗(Q).

Доведення. (1) Випливає безпосередньо з пункту (1) теореми [69, теорема 1]

та теореми 4.1.1.

(2) Нехай Σ = (T,Q, Tr) є НПМС i (l∗, r∗) = LRmin(Σ). Тодi (l∗, r∗) ∈ LR(Q),

(l∗, r∗) є LR поданням Σ i з теореми 4.1.1(2) випливає, що (l∗, r∗) ∈ LR∗(Q).

4.1.4. Формальна мова для опису властивостей траєкторiй НПМС

Далi буде визначено формальну мову, в якiй можуть бути вираженi зв’язки

мiж скiнченними сiм’ями траєкторiй i НПМС. Зокрема, у цiй мовi можуть бути

вираженi умови часткового збiгу траєкторiй НПМС.

З урахуванням властивостей НПМС, що були зазначенi у пунктi 4.1.3, умова

iснування траєкторiї НПМС, що збiгається iз заданою функцiєю на заданому про-

мiжку часу або в околi заданого моменту часу може бути виражена за допомогою

найменшого LR подання. У зв’язку з цим у запропонованiй формальнiй мовi бу-
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дуть наданi засоби позначення компонент найменших LR подань НПМС. Це буде

реалiзовано таким чином.

Нехай T = {ti | i ∈ N}, C = {Ci | i ∈ N}, F = {Fi | i ∈ N} є злiченними

множинами iмен змiнних, що попарно не перетинаються (припускається, що

символи в межах кожної множини розрiзняться за їх iндексами).

Нехай A є множиною всiх атомарних формул таких виглядiв: Di(tk), E−i,j(tk),

E+i,j(tk), Li,j(tk), Ri,j(tk), ti < tj, ti = tj , ti ∈ Cj, ti ∈ Fj (i, j, k ∈ N), де Di для всiх

i ∈ N i E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j для всiх i, j ∈ N є рiзними унарними предикатними

символами (що розрiзняються їх iндексами), а <, =, ∈ є символами бiнарних

предикатiв.

Нехай L є множиною (формальною мовою) всiх правильно побудованих

формул, утворених з атомарних формул з A, символiв логiчних сполучникiв (¬,

∧, ∨, →, ↔) i iмен змiнних з T , C, F , зв’язаних символами кванторiв iснування i

загальностi (∃ti, ∀ti, ∃Ci, ∀Ci, ∃Fi, ∀Fi).

Нехай Lc є множиною всiх речень (замкнених формул) в L.

Для визначення iнтерпретацiї формул введемо такi поняття та позначення.

– Cl(X) i Fσ(X), де X ⊆ R є непорожньою множиною, позначають множини

всiх замкнених пiдмножин i Fσ-пiдмножин множини X вiдповiдно у сенсi

iндукованої топологiї на X;

– S є множиною всiх алгебраїчних структур вигляду

(T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N),

де T = R+ є носiєм, < є вiдношенням звичайного строгого порядку на T , а

Di, E−i,j , E
+
i,j Li,j , Ri,j для всiх i, j ∈ N є унарними предикатами на T ;

– |=⊆ S × L є вiдношенням, що визначене таким чином: для кожної формули

Φ ∈ L i алгебраїчної структури

S = (T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N) ∈ S,

S |= Φ виконується тодi i тiльки тодi, коли унiверсальне замикання Φ

виконується в структурi S в сенсi iнтерпретацiї, для якої змiннi t1, t2, ...

приймають значення в T , змiннi C1, C2, ... приймають значення в Cl(T ),

змiннi F1, F2, ... приймають значення в Fσ(T ), символ < iнтерпретується як

вiдношення < на T , символ = iнтерпретується як рiвнiсть на T , символ ∈
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iнтерпретується як належнiсть елемента множинi, а символи Di, E−i,j , E
+
i,j ,

Li,j , Ri,j , для i, j ∈ N iнтерпретуються як предикати Di, E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j на

T вiдповiдно;

– M є класом всiх пар iндексованих сiмей ((si)i∈N, (Σi)i∈N), таких, що iснує

множина Q (множина станiв), така, що:

(1) для кожного i ∈ N, si : T→̃Q (i-та видiлена траєкторiя) є функцiєю,

такою, що dom(si) ∈ T∪{∅} (слiд зауважити, що нiде не визначена фун-

кцiя не є траєкторiєю жодної НПМС, але, для зручностi, така функцiя

тут допускається),

(2) для кожного i ∈ N, Σi є НПМС з множиною станiв Q (i-та видiлена

НПМС).

Елементи класуM будуть називатись моделями (формул).

Також, введемо таке поняття:

– структура, асоцiйована з M = ((si)i∈N, (Σi)i∈N) ∈ M є єдиною структурою

(T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N) ∈ S , такою, що:

(1) Di(t)⇔ t ∈ dom(si) для всiх i, j ∈ N i t ∈ T ;

(2) E−i,j(t)⇔ si=̇t−sj для всiх i, j ∈ N i t ∈ T ;

(3) E+i,j(t)⇔ si=̇t+sj для всiх i, j ∈ N i t ∈ T ;

(4) Li,j(t) ⇔ l∗i (sj, t) i Ri,j(t) ⇔ r∗i (sj, t) для кожних i, j ∈ N i t ∈ dom(sj),

де (l∗i , r
∗
i ) = LRmin(Σi);

(5) ¬Li,j(t) i ¬Ri,j(t) для всiх i, j ∈ N i t ∈ T , таких, що t /∈ dom(sj).

Структура, асоцiйована з M буде позначатись як St(M).

Визначимо таке вiдношення:

|=m⊆M×L, (4.1)

що для кожної формули Φ ∈ L i моделi M ∈M, M |=m Φ (Φ виконується в моделi

M ) тодi i тiльки тодi, коли St(M) |= Φ.

Нижче наведено приклад, що iлюструє мову L.

Приклад 4.1.1. Розглянемо обчислювальну систему, що складається з трьох компо-

нентiв, два з яких (компонент 1 i компонент 2) подiляють спiльний ресурс. Доступ

до ресурсу може бути здiйснено послiдовно, а одночасний доступ з боку двох

компонентiв заборонений. Щоб гарантувати вiдсутнiсть одночасного доступу до

ресурсу, компоненти 1 i 2 обмiнюються даними за допомогою спiльної пам’ятi i
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реалiзують варiант алгоритму Пiтерсона [159]. Компоненти 1 i 2 можуть читати

спiльну пам’ять i отримувати iнформацiю про поточний стан iншого компонента

у будь-який момент часу (можливо одночасно), але не можуть виконувати безпо-

середньо запис до спiльної пам’ятi. Замiсть цього, компонент 3 має виключний

доступ для запису до спiльної пам’ятi i отримує запити на запис вiд компонентiв 1

i 2. Якщо компонент 3 отримує один запит в один момент часу, вона задовольняє

його негайно. Якщо вiн отримує два запити одночасно, вiн вибирає один з них

(довiльним чином), задовольняє його i вiдхиляє iнший.

Наведемо модель поведiнки описаної системи у формi множини траєкторiй

на множинi моментiв часу T у множину (глобальних) станiв Q вигляду A1 × A2 ×

A3 ×M × R, де Ai, i = 1, 2, 3 є множиною (iндивiдуальних) станiв компонента i,

M є множиною станiв спiльної пам’ятi, а R є множиною станiв спiльного ресурсу.

Для кожного q ∈ Q будемо позначати як ai(q) проекцiї q на координату i для

i = 1, 2, 3, а як m(q) будемо позначати проекцiю q на 4-у координату.

Припустимо, що A1 = Bool, A2 = Bool, A3 = Bool × Bool × Bool × Bool,

а M = Bool. Напiвформально, елементи множин Ai, i = 1, 2 вказують, чи є

компонент i зацiкавленим у отриманнi доступу до спiльного ресурсу. Елементи M

вказують, який з двох компонентiв має прiоритет над iншим. Елементи A3 мають

вигляд (w1, v1, w2, v2), де для i = 1, 2, wi = True означає, що компонент i надає

запит компоненту 3 записати значення vi у спiльну пам’ять, а wi = False означає,

що компонент i не надає запиту компоненту 3 змiнити значення у спiльнiй пам’ятi.

Для кожного q ∈ A3 будемо позначати як w1(q), v1(q), w2(q), v2(q) проекцiї a3(q)

на 1,2,3,4–у координату.

Для кожного предиката P : Q→ Bool позначимо

TrP = {s : A→ Q | A ∈ T ∧ ∀t ∈ A P (s(t))}

i ΣP = (T,Q,ΣP ). Тодi TrP (як множина траєкторiй) має властивiсть замкненостi

вiдносно власних обмежень, недетермiновану маркiвську властивiсть i властивiсть

повноти, тому ΣP є НПМС.

Для кожного предиката P : Q→ Bool, позначимо як P̄ предикат на Q, такий,

що P̄ (q)⇔ ¬P (q) для всiх q ∈ Q.

Опишемо поведiнку i властивiсть взаємного виключення описаної системи у

термiнах властивостей такого кортежу НПМС:

(Σi)i=1,2,...,14 = (Σ
a1,Σā1,Σa2,Σā2,Σm,Σm̄,Σw1,Σw̄1,Σw2,Σw̄2,Σv1,Σv̄1,Σv2,Σv̄2).
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Введемо такi iмена для iндексiв компонент кортежу: a1 = 1, ā1 = 2, a2 =

3, ā2 = 4,m = 5, m̄ = 6, w1 = 7, w̄1 = 8, w2 = 9, w̄2 = 10, v1 = 11, v̄1 = 12, v2 =

13, v̄2 = 14.

Нехай Ψ, Φ1, Φ2, Φ3 є такими формулами у мовi L (нижче позначення вигляду

A := B означають, що A є позначенням для B):

Ψ := ∀t1
7∧

k=1

(¬(L2k−1,1(t1) ∧ L2k,1(t1)) ∧ ¬(R2k−1,1(t1) ∧R2k,1(t1)))

Φ1(t1) := (∃t2∃t3∃t4 t2 < t3 ∧ t3 < t4 ∧ t4 < t1∧

(∀t5(t2 < t5 ∧ (t5 < t1 ∨ t5 = t1)→ Li1,1(t5)))∧

∧ Lw1,1(t3) ∧ Lv1,1(t3) ∧Rv1,1(t3)∧

(∀t5((t3 < t5 ∨ t3 = t5) ∧ (t5 < t1 ∨ t5 = t1)→ Rw̄1,1(t5))) ∧ (Rī2,1(t4) ∨Rm,1(t4)) )

Φ2(t1) := (∃t2∃t3∃t4 t2 < t3 ∧ t3 < t4 ∧ t4 < t1∧

(∀t5(t2 < t5 ∧ (t5 < t1 ∨ t5 = t1)→ Li2,1(t5)))∧

∧ Lw2,1(t3) ∧ Lv̄2,1(t3) ∧Rv̄2,1(t3)∧

(∀t5((t3 < t5 ∨ t3 = t5) ∧ (t5 < t1 ∨ t5 = t1)→ Rw̄2,1(t5))) ∧ (Rī1,1(t4) ∨Rm̄,1(t4)) )

Φ3 := ∀t1( (Rw̄1,1(t1) ∧Rw̄2,1(t1)→ (Rm,1(t1) ∨Rm̄,1(t1)))∧

∧ (Rw1,1(t1) ∧Rw̄2,1(t1) ∧Rv1,1(t1)→ Rm,1(t1))∧

∧ (Rw1,1(t1) ∧Rw̄2,1(t1) ∧Rv̄1,1(t1)→ Rm̄,1(t1))∧

∧ (Rw̄1,1(t1) ∧Rw2,1(t1) ∧Rv2,1(t1)→ Rm,1(t1))∧

∧ (Rw̄1,1(t1) ∧Rw2,1(t1) ∧Rv̄2,1(t1)→ Rm̄,1(t1)) ) .

Визначимо:

Φ := (Φ3 ∧Ψ)→ (¬(∃t1 Φ1(t1) ∧ Φ2(t1))). (4.2)

Напiвформально, можна iнтерпретувати Φi(t1), i = 1, 2 як твердження про

те, що компонент i описаної вище системи може отримати доступ до спiльного

ресурсу у момент часу t1, i це вiдбувається тiльки коли iснують три попереднi
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моменти часу (t2 < t3 < t4 < t1), такi, що компонент i переходить в iндивiдуальний

стан True в момент часу t2 (що вказує, що вiн зацiкавлений у доступi до спiльного

ресурсу) i надсилає запит на запис до спiльної пам’ятi значення True, якщо i = 1,

або False, якщо i = 2, до компоненту 3 в момент часу t3, а в момент часу t4, або

компонент 3 − i не зацiкавлений у доступi до спiльного ресурсу, або значення у

спiльнiй пам’ятi вказує на те, що компонент i має прiоритет над компонентом 3−i.

Також, Φ3 виражає поведiнку 3-го компонента.

Тодi Φ може бути iнтерпретовано як твердження про те, що не iснує моменту

часу t1 (що подається невiд’ємним дiйсним числом), у який компоненти 1 i 2

описаної вище системи можуть одночасно отримати доступ до спiльного ресурсу.

4.1.5. Головний результат пiдроздiлу

Позначимо:

Th = {Φ ∈ Lc | ∀M ∈M M |=m Φ}, (4.3)

тобто Th є множиною (формальною теорiєю), що складається з усiх речень в Lc,

що є iстинними в усiх моделях.

Зауваження 4.1.1. Th складається з речень Φ, що виконуються в усiх моделях M ∈

M, якi складаються з послiдовностi видiлених траєкторiй (si)i∈N i послiдовностi

видiлених НПМС (Σi)i∈N, за умови, що у Φ змiннi t1, t2, ... приймають значення

в T , змiннi C1, C2, ... приймають значення в Cl(T ), змiннi F1, F2, ... приймають

значення в Fσ(T ), символи < i = позначають звичайний строгий порядок i рiвнiсть

на T , символ ∈ позначає належнiсть елемента множинi, атомарна формула Di(tk)

позначає належнiсть tk ∈ dom(si), формула E−i,j(tk) позначає si=̇tk−sj, формула

E+i,j(tk) позначає si=̇tk+sj, а Li,j(tk), Ri,j(tk) позначають, що sj(tk) визначено i

l∗i (sj, tk) i r∗i (sj, tk) є iстинними, де (l∗i , r
∗
i ) = LRmin(Σi).

Напiвформально, формули в Th виражають вiдношення мiж траєкторiями i

НПМС, що виконуються для довiльних видiлених траєкторiй i НПМС.

Теорема 4.1.3. Формальна теорiя Th є розв’язною.

Для доведення теореми 4.1.3, спочатку введемо допомiжнi означення i дове-

демо допомiжнi леми.

Означення 4.1.2. Предикат P : T → Bool називається

– право-стабiльним, якщо для кожного t ∈ T , якщо P (t) є iстинним, то iснує

елемент t′ > t, такий, що P (t′′) виконується для всiх t′′ ∈ [t, t′);
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– лiво-стабiльним, якщо для кожного t ∈ T\{0}, якщо P (t) є iстинним, то

iснує елемент t′ < t, такий, що P (t′′) виконується для всiх t′′ ∈ (t′, t].

Будемо називати областю iстинностi предиката множину значень, на яких

вiн є iстинним.

Лема 4.1.1. (1) Область iстинностi право-стабiльного предиката є Fσ-

множиною.

(2) Область iстинностi лiво-стабiльного предиката є Fσ-множиною.

Доведення. (1) Нехай P : T → Bool є право-стабiльним предикатом i A =

{t | P (t)} є областю iстинностi P . Тодi для кожного елементу t ∈ T iснує

елемент b(t), такий, що b(t) > t, i з того, що P (t) є iстинним випливає, що

P (t′) є iстинним для всiх t′ ∈ [t, b(t)). Тодi A =
⋃
t∈A[t, b(t)) є вiдкритою мно-

жиною сенсi топологiї прямої Зоргенфрея (базою цiєї топологiї є множина

напiввiдкритих справа промiжкiв в R) [208]. Остання є спадково лiндельо-

фовим простором (англ. hereditarily Lindelöf space) [117, роздiл 9, приклад

6.3], з чого випливає, що кожне вiдкрите покриття A (як пiдпростору прямої

Зоргенфрея) має злiченне пiдпокриття. Множини {[t, b(t)) | t ∈ A} утворю-

ють вiдкрите покриття A у цьому сенсi, тому iснує злiченна пiдмножина

C ⊆ {[t, b(t)) | t ∈ A}, така, що A =
⋃
C. Всi елементи C є Fσ множинами у

сенсi топологiї на T , тому A є Fσ-множиною у тому ж сенсi.

(2) Аналогiчне доведенню пункту (1).

У статтi [170] М.О. Рабiна було доведено розв’язнiсть теорiї другого порядку

дiйсного сегмента [0, 1] з квантифiкацiєю за замкненими пiдмножинами i за Fσ-

пiдмножинами. Цей факт буде використано далi.

Нехай A2< є множиною атомарних формул вигляду ti < tj, ti = tj , ti ∈ Cj,

або ti ∈ Fj (i, j ∈ N), де ti ∈ T , Ci ∈ C, Fi ∈ F , а <, =, ∈ є символами бiнарних

предикатiв.

Нехай L2< є множиною всiх правильно побудованих формул, утворених з

атомарних формул з A2<, символiв логiчних сполучникiв (¬, ∧, ∨, →, ↔) i iмен

змiнних з T , C, F , зв’язаних символами кванторiв iснування та загальностi (∃ti,

∀ti, ∃Ci, ∀Ci, ∃Fi, ∀Fi).

Для кожної непорожньої пiдмножини X ⊆ R нехай Th2<(X) позначає множи-

ну всiх речень (замкнених формул) в L2<, що виконуються в структурi (X,<X), де
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<X є обмеженням звичайного порядку на дiйсних числах на X , у сенсi iнтерпре-

тацiї, для якої змiннi t1, t2,... приймають значення в X , змiннi C1, C2,... приймають

значення в Cl(X), F1, F2,... приймають значення в Fσ(X), символ < iнтерпретує-

ться як <X , символ = iнтерпретується як рiвнiсть на X , а символ ∈ iнтерпретується

як належнiсть елемента множинi.

Лема 4.1.2. Теорiя Th2<(T ) є розв’язною.

Доведення. Теорiя Th2<([0, 1]) є розв’язною [170, теорема 2.9]. З цього випливає,

що Th2<([0, 1)) є розв’язною, оскiльки в мовi L2< можна виразити такi предикати

P1, P2, областi iстинностi iнтерпретацiй яких є Cl([0, 1)) i Fσ([0, 1)):

P1(C1) := ∀t1 (t1 ∈ C1 → (∃t2 t1 < t2));

P2(F1) := ∀t1 (t1 ∈ F1 → (∃t2 t1 < t2)).

Враховуючи, що будь-яка неперервна зростаюча бiєкцiя [0,+∞) → [0, 1) є

гомеоморфiзмом мiж T i [0, 1) як топологiчними просторами i є iзоморфiзмом

порядку мiж T i [0, 1) як впорядкованими множинами, маємо, що Th2<([0, 1)) =

Th2<(T ). Таким чином, Th2<(T ) є розв’язною.

Зафiксуємо деякi iн’єктивнi обчислюванi функцiї d : N→ N, en : N×N→ N,

ep : N × N → N, l : N × N → N, r : N × N → N, e : N × N → N, f : N → N

з областями значень, що попарно не перетинаються. Вони будуть використанi для

визначення вiдповiдностi предикатних символiв Di, E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j в L i рiзних

iмен змiнних Fd(i,j), Fen(i,j), Fep(i,j), Fl(i,j), Fr(i,j) в L2<, для визначення допомiжних

iмен змiнних Fe(i,j), i, j ∈ N i для визначення вiдповiдностi iмен змiнних Fi в L i

iмен змiнних Ff(i) в L2<.

Для кожних i, j, k ∈ N визначимо такi L2<-формули:

Domj(Fd(j)) :=

((¬∃t1 t1 ∈ Fd(j)) ∨ (∃t1∃t2(t1 ∈ Fd(j) ∧ t2 ∈ Fd(j) ∧ t1 < t2)))∧

∧ ∀t1∀t2∀t3(t1 ∈ Fd(j) ∧ t2 ∈ Fd(j) ∧ t1 < t3 ∧ t3 < t2 → t3 ∈ Fd(j))
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Eqi,j,k(Fd(i), Fe(i,i), Fe(i,j), Fe(j,i), Fe(j,k), Fe(i,k), Fd(j), Fen(i,j), Fep(i,j)) :=

∀t1 (t1 ∈ Fd(i) → t1 ∈ Fe(i,i))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fe(i,j) → t1 ∈ Fe(j,i))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fe(i,j) ∧ t1 ∈ Fe(j,k) → t1 ∈ Fe(i,k)))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fe(i,j) → t1 ∈ Fd(i) ∧ t1 ∈ Fd(j))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fen(i,j) ↔

↔ ∃t2 (t2 < t1 ∧ ∀t3(t2 < t3 ∧ (t3 < t1 ∨ t3 = t1)→ t3 ∈ Fe(i,j))))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fep(i,j) ↔

↔ ∃t2 (t1 < t2 ∧ ∀t3((t1 < t3 ∨ t1 = t3) ∧ t3 < t2 → t3 ∈ Fe(i,j))))

Lloci,j,k(Fd(i), Fen(i,j), Fl(k,i), Fl(k,j)) :=

∀t1 (t1 ∈ Fen(i,j) → (t1 ∈ Fl(k,i) ↔ t1 ∈ Fl(k,j)))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fd(i) ∧ (¬∃t2 (t2 < t1 ∧ t2 ∈ Fd(i)))→ t1 ∈ Fl(k,i))∧

∧ ∀t1 (¬t1 ∈ Fd(i) → ¬t1 ∈ Fl(k,i))

Rloci,j,k(Fd(i), Fep(i,j), Fr(k,i), Fr(k,j)) :=

∀t1 (t1 ∈ Fep(i,j) → (t1 ∈ Fr(k,i) ↔ t1 ∈ Fr(k,j)))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fd(i) ∧ (¬∃t2 (t1 < t2 ∧ t2 ∈ Fd(i)))→ t1 ∈ Fr(k,i))∧

∧ ∀t1 (¬t1 ∈ Fd(i) → ¬t1 ∈ Fr(k,i))

Mini,j(Fd(j), Fl(i,j), Fr(i,j)) :=

∀t1 (t1 ∈ Fl(i,j) ∧ t1 ∈ Fd(j) ∧ ∃t2(t2 < t1 ∧ t2 ∈ Fd(j))→

→ ∃t3(t3 < t1 ∧ ∀t4(t3 < t4 ∧ t4 < t1 → t4 ∈ Fl(i,j) ∧ t4 ∈ Fr(i,j))))∧

∧ ∀t1 (t1 ∈ Fr(i,j) ∧ t1 ∈ Fd(j) ∧ ∃t2(t1 < t2 ∧ t2 ∈ Fd(j)))→

→ ∃t3(t1 < t3 ∧ ∀t4(t1 < t4 ∧ t4 < t3 → t4 ∈ Fl(i,j) ∧ t4 ∈ Fr(i,j)))

Напiвформально, Domj виражає умову, що Fd(j) є областю визначення видi-

леної траєкторiї j (є порожньою множиною або промiжком), Eqi,j,k призначена для

опису умов збiгу траєкторiй в лiвому i правому пiвоколi моменту часу, Lloci,j,k i
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Rloci,j,k призначенi для опису умов лiво-локальностi та право-локальностi преди-

катiв, а Mini,j призначена для опису властивостей елементiв LR∗(Q) для довiльної

множини Q.

Для кожної формули Φ ∈ L позначимо як m(Φ) максимальне значення серед

значень усiх iндексiв i, j предикатних символiв виглядiв Di, E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j , що

зустрiчаються у Φ, або 1, якщо такi символи не зустрiчаються у Φ.

Для кожної формули Φ ∈ Lc визначимо пов’язану формулу Tra(Φ) як вказано

нижче. Нехай Φ ∈ Lc i u1, u2, ..., um є зростаючою послiдовнiстю всiх елементiв

множини

{d(j), l(i, j), r(i, j), ep(i, j), en(i, j), e(i, j)} | i, j ∈ {1, 2, ...,m(Φ)}},

а Φ′ є формулою, отриманою з Φ шляхом перейменування всiх змiнних вигляду

Fi на Ff(i) iз наступною замiною всiх атомарних пiдформул Φ виглядiв Di(tk),

E−i,j(tk), E
+
i,j(tk), Li,j(tk), Ri,j(tk) (i, j, k ∈ N) на tk ∈ Fd(i,j), tk ∈ Fen(i,j), tk ∈ Fep(i,j),

tk ∈ Fl(i,j), tk ∈ Fr(i,j) вiдповiдно.

Тодi Tra(Φ) позначає таку формулу:

∀Fu1∀Fu2...∀Fum

m(Φ)∧

j=1

Domj(Fd(j)) ∧
m(Φ)∧

i=1

m(Φ)∧

j=1

m(Φ)∧

k=1

(

Eqi,j,k(Fd(i), Fe(i,i), Fe(i,j), Fe(j,i), Fe(j,k), Fe(i,k), Fd(j), Fen(i,j), Fep(i,j))∧

∧ Lloci,j,k(Fd(i), Fen(i,j), Fl(k,i), Fl(k,j))∧

∧Rloci,j,k(Fd(i), Fep(i,j), Fr(k,i), Fr(k,j)) )∧

∧
m(Φ)∧

i=1

m(Φ)∧

j=1

Mini,j(Fd(j), Fl(i,j), Fr(i,j))→ Φ
′ (4.4)

Слiд зауважити, що Tra(Φ) є замкненою формулою у L2<.

Напiвформально, Tra перетворює L-речення у L2<-речення для того, щоб

звести задачу перевiрки належностi речення до Th до задачi перевiрки належностi

речення до Th2<(T ).

Позначимо I0 = N i In = {1, 2, ..., n} для кожного n ∈ N.

Для кожного n ∈ N ∪ {0} нехай Sn позначає множину всiх структур

(T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N) ∈ S, (4.5)
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таких, що iснує iндексована сiм’я (Ei,j)i,j∈In предикатiв на T , що задовольняє

таким умовам:

(1) для кожних i, j ∈ In областi iстинностi Di, E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j , Ei,j належать

Fσ(T );

(2) для кожного i ∈ In область iстинностi Di належить T ∪ {∅};

(3) для кожних i, j, k ∈ In i t ∈ T виконуються такi властивостi Ei,j :

– Di(t)⇒ Ei,i(t);

– Ei,j(t)⇒ Ej,i(t);

– Ei,j(t) ∧ Ej,k(t)⇒ Ei,k(t);

– Ei,j(t)⇒ Di(t) ∧Dj(t);

– E−i,j(t)⇔ ∃t
′ ∈ [0, t) ∀t′′ ∈ (t′, t] Ei,j(t′′);

– E+i,j(t)⇔ ∃t
′ > t ∀t′′ ∈ [t, t′) Ei,j(t′′);

(4) для кожних i, j, k ∈ In i t ∈ T виконуються такi властивостi Lk,i :

– E−i,j(t)⇒ (Lk,i(t)⇔ Lk,j(t));

– якщо t є мiнiмальним елементом {t′ | Di(t′)}, то Lk,i(t);

– ¬Di(t)⇒ ¬Lk,i(t);

(5) для кожних i, j, k ∈ In i t ∈ T виконуються такi властивостi Rk,i :

– E+i,j(t)⇒ (Rk,i(t)⇔ Rk,j(t));

– якщо t є максимальним елементом {t′ | Di(t′)}, то Rk,i(t);

– ¬Di(t)⇒ ¬Rk,i(t);

(6) для кожних i, j ∈ In i t ∈ T виконуються такi умови:

– якщо Li,j(t) i t є немiнiмальним елементом {t′ | Dj(t′)}, то iснує

t′ ∈ [0, t), такий, що Li,j(t′′) ∧Ri,j(t′′) для всiх t′′ ∈ (t′, t);

– якщо Ri,j(t) i t є немаксимальним елементом {t′ | Dj(t′)}, то iснує t′ > t,

такий, що Li,j(t′′) ∧Ri,j(t′′) для всiх t′′ ∈ (t, t′).

Лема 4.1.3. Нехай Φ ∈ Lc. Тодi Tra(Φ) ∈ Th2<(T ) тодi i тiльки тодi, коли S |= Φ

для всiх S ∈ Sm(Φ).

Доведення. Випливає безпосередньо з визначення Tra, Sm(Φ) i iнтерпретацiї фор-

мул L2<.

Лема 4.1.4. Нехай Φ ∈ L, n ∈ N, n ≥ m(Φ). Тодi S |= Φ для всiх S ∈ Sn тодi i

тiльки тодi, коли S |= Φ для всiх S ∈ S0.

Доведення. Спочатку припустимо, що S |= Φ для всiх S ∈ Sn. Враховуючи

визначення Sn (як вказано у (4.5)), маємо S0 ⊆ Sn. Тодi S |= Φ для всiх S ∈ S0.
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Тепер припустимо, що S |= Φ для всiх S ∈ S0. Нехай

S ′ = (T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N) ∈ Sn

Тодi iснує сiм’я (Ei,j)i,j∈In предикатiв на T , така, що властивостi (1)-(6) з визначе-

ння Sn виконуються для S ′ i (Ei,j)i,j∈In.

Доведемо, що S ′ |= Φ.

Для кожних iндексiв i, j ∈ In позначимо D′i = Di, E
′−
i,j = E

−
i,j , E

′+
i,j = E

+
i,j . Для

кожних i, j ∈ N, таких, що (i, j) /∈ In × In, визначимо унарнi предикати D′i, E
′−
i,j ,

E ′+i,j на T , такi, що ¬D′i(t), ¬E
′−
i,j(t), ¬E

′+
i,j(t) для всiх t ∈ T .

Для кожних i, j ∈ N визначимо унарнi предикати L′i,j , R
′
i,j на T , такi, що

– якщо (i, j) ∈ In × In, то L′i,j = Li,j , iнакше для всiх t ∈ T , L′i,j(t) є iстинним

тодi i тiльки тодi, коли t є мiнiмальним елементом областi iстинностi D′j;

– якщо (i, j) ∈ In× In, то R′i,j = Ri,j , iнакше для всiх t ∈ T , R′i,j(t) є iстинним

тодi i тiльки тодi, коли t є максимальним елементом областi iстинностi D′j .

Нехай

S ′′ = (T,<, (D′i)i∈N, (E
′−
i,j)i,j∈N, (E

′+
i,j)i,j∈N, (L

′
i,j)i,j∈N, (R

′
i,j)i,j∈N).

Тодi S ′′ ∈ S . Структури S ′ i S ′′ мають один i той же носiй. Також, оскiльки має

мiсце нерiвнiсть n ≥ m(Φ), то всi предикатнi символи, що зустрiчаються у Φ мають

однаковi iнтерпретацiї у S ′ i S ′′, тому S ′′ |= Φ тодi i тiльки тодi, коли S ′ |= Φ.

Доведемо, що S ′′ ∈ S0. Нехай (E ′i,j)i,j∈I0 є iндексованою сiм’єю предикатiв,

таких, що для кожних i, j ∈ N, якщо (i, j) ∈ I0 × I0, то E ′i,j = Ei,j , i якщо

(i, j) /∈ I0 × I0, то ¬E ′i,j(t) для всiх t ∈ T .

Слiд зауважити, що властивостi (1)-(3) i (6) з визначення S0 виконуються для

S ′′ i (E ′i,j)i,j∈I0. Доведемо властивiсть (4) з визначення S0 для S ′′ i (E ′i,j)i,j∈I0.

Нехай i, j, k ∈ I0 i t ∈ T .

– Доведемо, що E ′−i,j(t) ⇒ (L′k,i(t) ⇔ L′k,j(t)). Припустимо, що E ′−i,j(t) є

iстинним. Тодi i, j ∈ In, тому E−i,j(t). Якщо k ∈ In, то Lk,i(t) ⇔ Lk,j(t),

оскiльки властивiсть (4) з визначення Sn виконується для S ′ i (Ei,j)i,j∈In,

тому L′k,i(t)⇔ L′k,j(t). Iнакше, k /∈ In i з властивостi (3) з визначення Sn для

S ′ i (Ei,j)i,j∈In випливає, що t не є мiнiмальним елементом областi iстинностi

E−i,j i не є мiнiмальним елементом областi iстинностi Di = D′i i Dj = D
′
j . Тодi

¬L′k,i(t) i ¬L
′
k,j(t), звiдки L′k,i(t)⇔ L′k,j(t). Отже, E ′−i,j(t)⇒ (L

′
k,i(t)⇔ L′k,j(t)).
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– Доведемо, що якщо t є мiнiмальним елементом {t′ | D′i(t
′)}, то L′k,i(t). Нехай

t є мiнiмальним елементом {t′ | D′i(t
′)}. Тодi D′i(t) є iстинним, тому i ∈ In i t

є мiнiмальним елементом {t′ | Di(t′)}. Якщо k ∈ In, то Lk,i(t) за властивiстю

(4) з визначення Sn для S ′ i (Ei,j)i,j∈In, тому L′k,i(t). Iнакше, k /∈ In i t є

мiнiмальним елементом {t′ | D′i(t
′)}, тому L′k,i(t). В обох випадках, L′k,i(t).

– Доведемо, що ¬D′i(t) ⇒ ¬L
′
k,i(t). Припустимо, що ¬D′i(t). Якщо i ∈ In i

k ∈ In, то ¬Di(t) ⇒ ¬Lk,i(t), Di = D′i i Lk,i = L′k,i, тому ¬L′k,i(t). Iнакше,

i /∈ In або k /∈ In, звiдки ¬L′k,i(t), оскiльки t не є елементом областi iстинностi

D′i. В обох випадках, ¬L′k,i(t).

Таким чином, властивiсть (4) з визначення S0 виконується для S ′′ i (E ′i,j)i,j∈I0.

Аналогiчно, має мiсце властивiсть (5) з визначення S0 для S ′′ i (E ′i,j)i,j∈I0.

Отже, S ′′ ∈ S0. Тодi S ′′ |= Φ. Таким чином, S ′ |= Φ. Оскiльки S ′ є довiльною,

то маємо S ′ |= Φ для всiх S ′ ∈ Sn.

Лема 4.1.5. St(M) ∈ S0 для кожного M ∈M.

Доведення. Нехай M = ((si)i∈N, (Σi)i∈N) ∈ M i Q є (спiльною) множиною станiв

всiх Σi, i ∈ N. Нехай

S = St(M) = (T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N).

Тодi S ∈ S . Доведемо, що S ∈ S0. Для кожного i ∈ N нехай (l∗i , r
∗
i ) =

LRmin(Σi). За теоремою 4.1.2(2), (l∗i , r
∗
i ) ∈ LR∗(Q). За визначенням St(M), для

всiх i, j ∈ N i t ∈ T , Di(t) ⇔ t ∈ dom(si), E−i,j(t) ⇔ si=̇t−sj i E+i,j(t) ⇔ si=̇t+sj.

Крiм того, якщо sj(t) є визначеним, то Li,j(t)⇔ l∗i (sj, t) i Ri,j(t)⇔ r∗i (sj, t), а якщо

sj(t) не є визначеним, то ¬Li,j(t) i ¬Ri,j(t).

Для кожного t ∈ T нехай V (t) = {(i, j) ∈ N × N | E−i,j(t) ∨ E
+
i,j(t)} i V T (t)

є транзитивним замиканням вiдношення V (t). Нехай (Ei,j)i,j∈N є iндексованою

сiм’єю предикатiв на T , таких, що Ei,j(t) ⇔ (i, j) ∈ V T (t) для всiх i, j ∈ N i

t ∈ T .

Слiд зауважити, що для кожного t ∈ T , V (t) є симетричним бiнарним

вiдношенням, тому V T (t) є також симетричним бiнарним вiдношенням.

Слiд зауважити, що властивостi (2), (3) з визначення S0 виконуються для S i

(Ei,j)i,j∈N. Враховуючи, що для кожного i ∈ N, l∗i є лiво-локальним, а r∗i є право-

локальним предикатом, властивостi (4) i (5) з визначення S0 також виконуються
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для S i (Ei,j)i,j∈N. Властивiсть (6) з визначення S0 має мiсце для S i (Ei,j)i,j∈N,

враховуючи, що (l∗i , r
∗
i ) ∈ LR

∗(Q) для всiх i ∈ N.

Доведемо властивiсть (1) з визначення S0 для S i (Ei,j)i,j∈N, тобто доведемо,

що область iстинностi Di, E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j , Ei,j належить Fσ(T ) для всiх i, j ∈ N.

Зафiксуємо i, j ∈ N. Тодi маємо

{t | Di(t)} = dom(si) ∈ T ∪ {∅} ⊂ Fσ(T ).

Слiд зауважити, що E−i,j є лiво-стабiльним предикатом i E+i,j є право-

стабiльним предикатом. Тодi за лемою 4.1.1, областi iстинностi E−i,j i E+i,j належать

множинi Fσ(T ).

Нехай Pj є предикатом на T , таким, що Pj(t) є iстинним тодi i тiльки тодi,

коли t є немiнiмальним елементом dom(sj). Нехай A, B є предикатами на T ,

такими, що

A(t)⇔ Li,j(t) ∧ Pj(t), B(t)⇔ Li,j(t) ∧ ¬Pj(t)

для всiх t ∈ T . Оскiльки (l∗i , r
∗
i ) ∈ LR∗(Q), A є лiво-стабiльним предикатом,

то за лемою 4.1.1 область iстинностi A належить Fσ(T ). Крiм того, оскiльки

¬Li,j(t) для всiх t ∈ T\dom(sj), з iстинностi B(t) є випливає, що t є мiнiмальним

елементом dom(sj), тому область iстинностi B є або порожньою множиною, або

одноелементною множиною, тому вона належить Fσ(T ). Тодi

{t | Li,j(t)} = {t | A(t)} ∪ {t | B(t)} ∈ Fσ(T ).

Аналогiчно, маємо, що {t | Ri,j(t)} ∈ Fσ(T ).

Доведемо, що {t | Ei,j(t)} ∈ Fσ(T ). Нехай

W = {{t′ | E−i,j(t
′)} | i, j ∈ N} ∪ {{t′ | E+i,j(t

′)} | i, j ∈ N}.

З наведених вище мiркувань випливає, що W ⊆ Fσ(T ). Враховуючи визначення

Ei,j , маємо, що {t | Ei,j(t)} може бути подано як злiченне об’єднання скiнченних

перетинiв елементiв W . Оскiльки скiнченнi перетини Fσ-множин є Fσ-множинами,

маємо, що {t | Ei,j(t)} ∈ Fσ(T ).

Тодi можна зробити висновок, що областi iстинностi Di, E−i,j , E
+
i,j , Li,j , Ri,j ,

Ei,j належать Fσ(T ). Властивостi (1)-(6) з визначення S0 виконуються для S i

(Ei,j)i,j∈N, тому S = St(M) ∈ S0.
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Лема 4.1.6. Для кожного S ∈ S0 iснує елемент M ∈M, такий, що S = St(M).

Доведення. Нехай

S = (T,<, (Di)i∈N, (E
−
i,j)i,j∈N, (E

+
i,j)i,j∈N, (Li,j)i,j∈N, (Ri,j)i,j∈N) ∈ S0.

Тодi S ∈ S i iснує iндексована сiм’я (Ei,j)i,j∈N предикатiв на T , така, що властиво-

стi (1)-(6) з визначення S0 виконуються для S i (Ei,j)i,j∈N.

Нехай Q = 2N i для кожного i ∈ N, si : T→̃Q є функцiєю, такою, що

si(t) ↓= {j ∈ N | Ei,j(t)} для кожного елементу t ∈ T , такого, що Di(t) є iстинним,

а si(t) ↑ для кожного елементу t ∈ T , такого, що ¬Di(t). Для кожного k ∈ N нехай

lk : ST (Q) → Bool i rk : ST (Q) → Bool є предикатами, такими, що для кожної

пари (s, t) ∈ ST (Q):

– lk(s, t) є iстинним тодi i тiльки тодi, коли або t є мiнiмальним елементом

dom(s), або iснує iндекс i ∈ N, такий, що s
.
=t− si i Lk,i(t).

– rk(s, t) є iстинним тодi i тiльки тодi, коли або t є максимальним елементом

dom(s), або iснує iндекс i ∈ N, такий, що s
.
=t+ si i Rk,i(t).

Тодi lk є лiво-локальним, а rk є право-локальним предикатом. Тодi (lk, rk) ∈ LR(Q).

Для кожного k ∈ N нехай

Trk = {s : A→ Q |A ∈ T ∧ (∀t ∈ A lk(s, t) ∧ rk(s, t))}

i Σk = (T,Q, Trk). Нехай M = ((si)i∈N, (Σk)k∈N). З властивостi (2) множини S0
для S i (Ei,j)i,j∈N випливає, що dom(si) ∈ T ∪ {∅} для всiх i ∈ N, а з теореми

[69, теорема 1](1) випливає, що Σk є НПМС з множиною станiв Q для всiх k ∈ N.

Таким чином, M ∈M.

Для кожного k ∈ N нехай (l∗k, r
∗
k) = LRmin(Σk).

Враховуючи властивостi S0, маємо, що для кожних i, j ∈ N i t ∈ T ,

Di(t) ⇔ t ∈ dom(si), E−i,j(t) ⇔ si=̇t−sj, E+i,j(t) ⇔ si=̇t+sj , а також, якщо sj(t) ↓,

то Li,j(t) ⇔ l∗i (sj, t) i Ri,j(t) ⇔ r∗i (sj, t), а якщо sj(t) ↑, то ¬Li,j(t) i ¬Ri,j(t). Тодi

S = St(M).

Лема 4.1.7. Нехай Φ ∈ Lc. Тодi Tra(Φ) ∈ Th2<(T ) тодi i тiльки тодi, коли Φ ∈ Th.

Доведення. Згiдно леми 4.1.3, Tra(Φ) ∈ Th2<(T ) виконується тодi i тiльки тодi,

коли S |= Φ виконується для всiх S ∈ Sm(Φ). Згiдно леми 4.1.4, S |= Φ виконується
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для всiх S ∈ Sm(Φ) тодi i тiльки тодi, коли S |= Φ для всiх S ∈ S0. З лем 4.1.5,

4.1.6 випливає, що S |= Φ виконується для всiх S ∈ S0 тодi i тiльки тодi, коли

St(M) |= Φ (тобто M |=m Φ) для всiх M ∈ M. Таким чином, Tra(Φ) ∈ Th2<(T )

виконується тодi i тiльки тодi, коли Φ ∈ Th.

Тепер надамо доведення теореми 4.1.3.

Доведення теореми 4.1.3. З леми 4.1.7 випливає, що

Th = {Φ ∈ Lc | Tra(Φ) ∈ Th2<(T )}.

Тодi оскiльки Th2<(T ) є розв’язною за лемою 4.1.2, то Th є розв’язною.

4.2. Локальна характеризацiя глобальної часової бiсимуляцiї для

абстрактних систем з неперервним часом

4.2.1. Попереднi зауваження

У даному пiдроздiлi дослiджуються властивостi бiсимуляцiї [142, 158, 182,

181] для розмiчених НПМС. Iнформацiя про iсторiю поняття бiсимуляцiї та його

застосування в iнформатицi та iнших галузях наведена у [181].

У випадку розмiчених транзицiйних систем [181], бiсимуляцiя i бiсимiляр-

нiсть можуть бути визначенi таким чином [181, 179]: бiнарне вiдношення R на

множинi станiв Q розмiченої транзицiйної системи є бiсимуляцiєю (англ. bisi-

mulation), якщо для будь-яких q1, q2 ∈ Q, з того, що (q1, q2) ∈ R випливає, що

для кожного q′1 ∈ Q i мiтки a, таких, що q1 →a q′1, iснує q′2 ∈ Q, такий, що q2 →a q′2
i (q′1, q

′
2) ∈ R, i для кожного q′2 ∈ Q i мiтки a, таких, що q2 →a q′2 iснує q′1 ∈ Q, та-

кий, що q1 →a q′1 i (q′1, q
′
2) ∈ R. Тодi вiдношення бiсимiлярностi (англ. bisimilarity)

є об’єднанням всiх бiсимуляцiй на Q [181]. З даними поняттями пов’язаний метод

доведення за бiсимуляцiєю [180, 181], що, зокрема, може бути використаний для

встановлення поведiнкової еквiвалентностi систем.

У [181] були видiленi такi особливостi визначення бiсимуляцiї:

– локальнiсть перевiрок [181] у сенсi, що тiльки прямi переходи з елементiв

пари (q1, q2) ∈ R потребують перевiрки для того, щоб встановити виконання

умови визначення;

– вiдсутнiсть iєрархiї (порядку) [181] на парах, що належать бiсимуляцiї

(перевiрки належностi пар можуть бути виконанi у будь-якому порядку).
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У даному пiдроздiлi буде запропоновано визначення часової бiсимуляцiї для

абстрактних систем з неперервним часом, що задовольняє вищезгаданiй властиво-

стi локальностi перевiрок i яке є, у певному сенсi, аналогiчним до випадку бiсиму-

ляцiї розмiчених транзицiйних систем.

Щоб отримати головний результат пiдроздiлу будемо розглядати динамiчнi

системи на високому рiвнi абстракцiї. Як i у попередньому пiдроздiлi, будемо

вважати, що такi системи заданi у формi недетермiнованих повних маркiвських

систем (НПМС) [67, 70, 96, 66, 69] (при цьому, поведiнка системи моделюється

як множина часткових траєкторiй, що розглядаються як функцiї на дiйсних часо-

вих промiжках, що приймають значення в довiльнiй фiксованiй множинi станiв).

Вiдмiтимо, що для НПМС перевiрка деяких глобальних у часi властивостей тра-

єкторiй або множин траєкторiй може бути зведена до перевiрки локальних у часi

властивостей [70] (для доведення глобальної властивостi може бути достатньо пе-

ревiрити, що певнi умови виконуються в околi кожного моменту часу). Це буде

використано у даному пiдроздiлi.

Нижче буде введене поняття розмiченої НПМС, що може розглядатись як ана-

лог розмiченої транзицiйної системи для неперервного часу, i поняття глобальної

часової бiсимуляцiї на станах розмiченої НПМС. Також, буде визначено локальну

версiю поняття глобальної часової бiсимуляцiї, що буде названа локальною часо-

вою бiсимуляцiєю. Данi поняття не є еквiвалентними для розмiчених НПМС (“бути

локальною часовою бiсимуляцiєю” є слабшою умовою, нiж “бути глобальною ча-

совою бiсимуляцiєю”). Однак, нижче буде запропоноване посилення локального

визначення бiсимуляцiї i отримане в результатi поняття буде названо f+-часовою

бiсимуляцiєю. Визначення цього поняття матиме локальний характер. Далi буде

показана еквiвалентнiсть f+-часової бiсимуляцiї та глобальної часової бiсимуля-

цiї, що надає локальну характеризацiю глобальної часової бiсимуляцiї.

4.2.2. Пов’язанi роботи iнших авторiв

У контекстi моделювання та аналiзу динамiчних систем з неперервним ча-

сом були запропонованi рiзнi нееквiвалентнi визначення вiдношення бiсимуляцiї

[4, 157, 183, 184, 101, 167, 185]. Порiвняння рiзних пiдходiв описанi у [185, 23].

Бiльшiсть з цих пiдходiв розглядають динамiчнi моделi з явним поняттям глобаль-

ного (неперервного) часу, вiдносно якого змiнюється глобальний стан системи, i

визначають певне вiдношення як вiдношення бiсимуляцiї на станах таких систем.

З одного боку, частина таких пiдходiв заснованi на зведеннi визначення бi-
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симуляцiї для недискретних моделей до застосування визначення бiсимуляцiї для

дискретних моделей: дискретна модель, що має попередньо визначене поняття бi-

симуляцiї (наприклад, розмiчена транзицiйна система) пов’язується iз системою з

неперервним часом i вiдношення бiсимуляцiї для пов’язаної моделi (у вiдповiдно-

му їй сенсi) розглядається як вiдношення бiсимуляцiї для системи з неперервним

часом. Пiдходи такого типу були запропонованi для часових автоматiв, лiнiйних

систем, деяких класiв гiбридних систем [4] (з метою, наприклад, побудови абстра-

кцiй систем з нескiнченною множиною станiв [4, 157]).

З iншого боку, були запропонованi пiдходи до визначення нових понять

бiсимуляцiї для спецiальних класiв систем з неперервним часом. Пiдходи такого

типу були запропонованi в [184] для лiнiйних динамiчних систем та певних

пiдкласiв нелiнiйних динамiчних систем, в [101] для динамiчних систем у сенсi

поведiнкового пiдходу Вiллемса (J.C. Willems) [168], в [47, 48] для гiбридних

систем, в [24] для загальних систем потокiв (англ. general flow systems).

Вiдмiтимо основнi способи, у якi часовi моменти подiй та тривалостi проце-

сiв враховано у рiзних визначеннях бiсимуляцiї для систем з неперервним часом.

З одного боку, були запропонованi визначення, що не враховують час потрi-

бний для того, щоб система досягла певного стану: бiсимуляцiї, що абстрагують

час [199], бiсимуляцiї транзицiйних систем, що абстрагують час [157], бiсимуляцiя

досяжностi [24].

З iншого боку, були запропонованi визначення часової бiсимуляцiї, що вима-

гають вiдповiднiсть станiв та часу уздовж виконань системи, що починаються зi

станiв у вiдношеннi бiсимуляцiї у однi i тi ж моменти часу, наприклад, [24, 184].

Промiжнi пiдходи, що враховують iнформацiю про час, але не вимагають

точної вiдповiдностi траєкторiй у часi, також були запропонованi, наприклад,

бiсимуляцiя прогресу (англ. progress bisimulation) [24].

Згаданi вище пiдходи мають суттєвi вiдмiнностi. Однак, при порiвняннi рi-

зних визначень бiсимуляцiї для систем з неперервним часом iз визначенням бiси-

муляцiї для розмiчених транзицiйних систем, важливо зауважити, що хоча першi

не вимагають iєрархiї (порядку) на парах в сенсi [181], визначення для систем з не-

перервним часом зазвичай є нелокальними у тому сенсi, що перевiрка того, що пара

станiв належить вiдношенню бiсимуляцiї вимагає перевiрки глобальних властиво-

стей траєкторiй, що починаються в цих станах [181]. Зокрема, така нелокальнiсть

має мiсце для визначень бiсимуляцiї, запропонованих для абстрактних систем з
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неперервним часом, наприклад, у [24].

4.2.3. Розмiченi НПМС

Як i у пiдроздiлi 4.1, будемо позначати як T множину невiд’ємних дiйсних

чисел i як T множину всiх промiжкiв в T , що мiстять бiльше нiж один елемент.

Якщо f, g : A→̃B є частковими функцiями, будемо писати [69, 68]:

– f v g якщо графiк f є пiдмножиною графiку g;

– f @ g якщо графiк f є власною пiдмножиною графiку g.

Також, будемо використовувати позначення
.
=A,

.
=t−,

.
=t+ як було описано у

пунктi 4.1.3.

Нехай Tr є замкненою вiдносно власних обмежень множиною траєкторiй

[69, 68].

Означення 4.2.1. Функцiя λ на Tr (iз значеннями у деякiй множинi) називається

трасою на Tr, якщо виконуються такi умови:

(1) для кожного s ∈ Tr, λ(s) є функцiєю, визначеною на dom(s) (умова

збереження областi визначення);

(2) якщо s1, s2 ∈ Tr i s1 v s2, то λ(s1) v λ(s2) (умова монотонностi).

Розмiчена НПМС визначається як НПМС [69, 68] з трасою на її траєкторiях.

Означення 4.2.2. Розмiчена НПМС є парою (Σ, λ), де Σ = (T,Q, Tr) є НПМС, а

λ є трасою на Tr.

Зауваження 4.2.1. У випадку розмiчених транзицiйних систем [181, 179], мiтки є

даними, пов’язаними з переходами, а траса може розглядатись як послiдовнiсть

мiток уздовж виконання. Iдея визначення розмiчених НПМС, що запропоноване

вище, полягає у тому, що для систем з неперервним часом роль переходiв вiдiгра-

ють локальнi у часi властивостi траєкторiй, а мiтки вiдповiдають певним значен-

ням, що є пов’язаними з переходами у такому розумiннi. Траса задає значенням,

що змiнюється вздовж траєкторiї.

В загальному випадку, значення траси в момент часу t може залежати не

тiльки вiд значення траєкторiї в t, але i вiд обмеження траєкторiї на окiл t. Приклад

такого типу наведено нижче (у ньому траса вiдображає швидкiсть змiни значення

траєкторiї).

Приклад 4.2.1. Припустимо, що n ∈ N, Tr ⊂ T→̃Rn є замкненою вiдносно вла-

сних обмежень множиною траєкторiй i кожна траєкторiя s ∈ Tr є диференцiйов-
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ною у кожнiй внутрiшнiй точцi dom(s), s має праву похiдну в найменшому еле-

ментi dom(s), якщо цей елемент iснує i s має лiву похiдну в найбiльшому елементi

dom(s), якщо цей елемент iснує.

Нехай λ : Tr → (T→̃Rn) є такою функцiєю, що для кожної s ∈ Tr:

– dom(λ(s)) = dom(s);

– λ(s)(t) = d
dt
s(t), якщо t є внутрiшньою точкою dom(s);

– λ(s)(t) є правою похiдною s в t, якщо t є найменшим елементом dom(s);

– λ(s)(t) є лiвою похiдною s в t, якщо t є найбiльшим елементом dom(s).

Тодi λ є трасою на Tr.

Зауваження 4.2.2. У пiдроздiлi 4.2.6 буде наведена теорема 4.2.3, що показує, що

в кожний момент часу значення траси залежить лише вiд значень траєкторiї в

довiльно малому околi цього моменту часу, вiдповiдно до iдеї переходiв i мiток

для НПМС, що була описана у зауваженнi 4.2.1.

4.2.4. Часовi симуляцiї та бiсимуляцiї для НПМС

Нехай (Σ, λ) є фiксованою розмiченою НПМС, де Σ = (T,Q, Tr).

Для будь-якої часткової функцiї s на T , такої, що dom(s) ∈ T, будь-якого

елементу t0 ∈ T , будь-якого елементу q з областi значень s, будемо писати:

q
s
 , якщо dom(s) має найменший елемент a, такий, що s(a) = q;

q
s
 t0, якщо t0 є найменшим елементом dom(s) i s(t0) = q.

Означення 4.2.3. Нехай s1, s2 : T→̃Q, а R ⊆ Q × Q є бiнарним вiдношенням.

Будемо казати, що функцiї s1 i s2
(1) поточково у (вiдношеннi) R, якщо dom(s1) = dom(s2) i (s1(t), s2(t)) ∈ R

для всiх t ∈ dom(s1);

(2) поточково у (вiдношеннi) R на множинi A ⊆ T , якщо A ⊆ dom(s1) ∩

dom(s2) i (s1(t), s2(t)) ∈ R для всiх t ∈ A;

(3) поточково у (вiдношеннi) R у правому пiвоколi t ∈ T , якщо iснує t′ > t,

такий, що s1, s2 поточково у вiдношеннi R на [t, t′);

(4) поточково у (вiдношеннi) R у проколотому лiвому пiвоколi t ∈ T , якщо

t > 0 i iснує t′ ∈ [0, t), такий, що s1, s2 поточково у вiдношеннi R на (t′, t).

Означення 4.2.4. Вiдношення R ⊆ Q × Q є глобальною часовою симуляцiєю на

розмiченiй НПМС (Σ, λ), якщо для кожних (q1, q2) ∈ R i s1 ∈ Tr, таких, що

q1
s1 , iснує траєкторiя s2 ∈ Tr, така, що q2

s2 , λ(s1) = λ(s2) i s1, s2 поточково у

вiдношеннi R.
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Означення 4.2.5. Вiдношення R ⊆ Q × Q є локальною часовою симуляцiєю на

розмiченiй НПМС (Σ, λ), якщо для кожних (q1, q2) ∈ R, s1 ∈ Tr i t0 ∈ T , таких, що

q1
s1 t0, iснує траєкторiя s2 ∈ Tr, така, що q2

s2 t0, λ(s1)
.
=t0+ λ(s2) i s1, s2 поточково

у вiдношеннi R у правому пiвоколi t0.

Означення 4.2.6. Вiдношення R ⊆ Q×Q є

(1) локальною часовою бiсимуляцiєю на розмiченiй НПМС (Σ, λ), якщо R i

R−1 є локальними часовими симуляцiями на (Σ, λ);

(2) глобальною часовою бiсимуляцiєю на розмiченiй НПМС (Σ, λ), якщо R i

R−1 є глобальними часовими симуляцiями на (Σ, λ).

Нехай f+ є фiксованою правою мiрою продовжуваностi (англ. right extensibi-

lity measure) [69, 68].

Означення 4.2.7. Вiдношення R ⊆ Q×Q є f+-часовою симуляцiєю на розмiченiй

НПМС (Σ, λ), якщо R є локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ) i для кожних

s1, s2 ∈ Tr i t0 ∈ dom(s1), що задовольняють таким умовам

– s1, s2 поточково у вiдношеннi R у проколотому лiвому пiвоколi t0,

– λ(s1)=̇[t′0,t0)λ(s2) для деякого t′0 ∈ [0, t0),

iснують s′2 ∈ Tr, t1 ∈ dom(s2) ∩ dom(s
′
2) i t2 ∈ T , такi, що

(1) t1 < t0 i s2(t1) = s′2(t1);

(2) t2 ≥ f+(t1, t0) або t2 є максимальним елементом dom(s1);

(3) λ(s1)
.
=[t1,t2] λ(s

′
2);

(4) s1 i s′2 поточково у вiдношеннi R на [t1, t2].

Означення 4.2.8. Вiдношення R ⊆ Q×Q є f+-часовою бiсимуляцiєю на розмiченiй

НПМС (Σ, λ), якщо R i R−1 є f+-часовими симуляцiями на (Σ, λ).

4.2.5. Головнi результати пiдроздiлу

Головними результатами цього пiдроздiлу є такi двi теореми, що встановлю-

ють зв’язки мiж рiзними визначеннями часової бiсимуляцiї для розмiчених НПМС.

Теорема 4.2.1. (1) Якщо R є глобальною часовою бiсимуляцiєю на розмiченiй

НПМС (Σ, λ), то R є локальною часовою бiсимуляцiєю на (Σ, λ).

(2) Iснує розмiчена НПМС (Σ′, λ′) i локальна часова бiсимуляцiя R0 на (Σ′, λ′),

така, що R0 не є глобальною часовою бiсимуляцiєю на (Σ′, λ′).

Нехай f+ є фiксованою нормальною правою мiрою продовжуваностi (англ.

normal right extensibility measure) [69, 68].
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Теорема 4.2.2. Нехай (Σ, λ) є розмiченою НПМС. Вiдношення R ⊆ Q × Q є

глобальною часовою бiсимуляцiєю на (Σ, λ) тодi i тiльки тодi, коли R є f+-

часовою бiсимуляцiєю на (Σ, λ).

Зауваження 4.2.3. Згiдно [69, 68], у якостi прикладу нормальної правої мiри

продовжуваностi може бути узято f+(x, y) = 2y − x. Рiзниця мiж визначенням

f+-часової симуляцiї i глобальної часової симуляцiї може бути пояснена тим, що

визначення останньої має нелокальний характер у тому сенсi, що безпосередня

перевiрка виконання його умови вимагає доведення iснування довiльно тривалих

за часом траєкторiй (s2) для доведення того, що R є симуляцiєю. Визначення

f+-часової симуляцiї має локальний характер у тому сенсi, що для того, щоб

довести, що R є симуляцiєю, достатньо довести iснування s′2, що задовольняє

умови означення 4.2.7 на довiльно малому промiжку [t1, t2] (наприклад, у випадку

f+(x, y) = 2y − x, нижня межа довжини цього промiжку, визначена умовою (2)

означення 4.2.7 може бути зроблена довiльно малою шляхом вибору елементу t1,

що є близьким до t0).

4.2.6. Доведення теорем 4.2.1 та 4.2.2

Спочатку сформулюємо i доведемо ряд лем, з яких будуть випливати твер-

дження теорем 4.2.1 та 4.2.2.

Основна частина доведення теореми 4.2.2 полягає у тому, щоб для вiдно-

шення R, що є f+-часовою симуляцiєю визначити множину допомiжних НПМС

{Σs0,R(Σ, λ) | s0 ∈ Tr}, таку, що кожний її елемент задовольняє умову глобальної

продовжуваностi (англ. global forward extensibility) з [69, 68] i показати, що з вико-

нання даних умов випливає, що R є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Для кожного s0 ∈ Tr i вiдношення R ⊆ Q×Q позначимо:

– Tr0s0,R(Σ, λ) є множиною всiх функцiй s : T→̃Q, таких, що dom(s) ∈ T i

виконуються такi умови:

– s|dom(s0) ∈ Tr,

– λ(s|dom(s0)) v λ(s0),

– s0, s поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s);

– Trs0,R(Σ, λ) = {s : T→̃Q | dom(s) ∈ T ∧ ∃ŝ ∈ Tr
0
s0,R
(Σ, λ) s v ŝ};

– Σs0,R(Σ, λ) = (T,Q, Trs0,R(Σ, λ)).

Доведемо декiлька допомiжних властивостей трас.
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Лема 4.2.1. Якщо λ є трасою на замкненiй вiдносно власних обмежень множинi

траєкторiй Tr, то образ Tr при вiдображеннi λ є замкненим вiдносно власних

обмежень.

Доведення. Нехай λ є трасою на замкненiй вiдносно власних обмежень множинi

траєкторiй Tr. Нехай Tr′ = {λ(s) | s ∈ Tr} є образом λ. Оскiльки λ зберiгає

область визначення, кожний елемент Tr′ є функцiєю, визначеною на елементi

множини T.

Доведемо, що Tr′ є замкненою вiдносно власних обмежень. Нехай d ∈ Tr′,

A ∈ T i A ⊆ dom(d). Тодi d = λ(s) для деяких s ∈ Tr i A ⊆ dom(s). Тодi

s|A ∈ Tr, оскiльки Tr є замкненою вiдносно власних обмежень. Тодi s|A v s i

λ(s|A) v λ(s) за монотоннiстю λ. Позначимо λ(s|A) = d′. Тодi d′ ∈ Tr′ i d′ v d.

Крiм того, dom(d′) = dom(s|A) = dom(s) ∩ A = dom(d) ∩ A = A. Тодi d′ = d|A,

тому d|A ∈ Tr′. Отже, Tr′ є замкненою вiдносно власних обмежень множиною

траєкторiй.

Лема 4.2.2. Нехай Tr є замкненою вiдносно власних обмежень множиною трає-

кторiй i λ є трасою на Tr. Тодi λ є ланцюгово-неперервною у такому сенсi: для

кожного непорожнього ланцюга C у Tr, що має точну верхню межу s∗ ∈ Tr,

де Tr розглядається як частково впорядкована множина з порядком v , множина

{λ(s) | s ∈ C} має точну верхню межу λ(s∗) у {λ(s) | s ∈ Tr}, як частково впо-

рядкованiй множинi з порядком v.

Доведення. Нехай C є непорожнiм ланцюгом в Tr (з порядком v), що має точну

верхню межу s∗ ∈ Tr. Нехай

A =
⋃

s∈C

dom(s), D = {λ(s) | s ∈ C}.

У зв’язку з монотоннiстю траси λ множина D є ланцюгом у {λ(s) | s ∈ Tr} (що

розглядається як частково впорядкована множина з порядком v ) i λ(s∗) є його

верхньою межею.

Нехай d ∈ {λ(s) | s ∈ Tr} є довiльною верхньою межею D. Тодi λ(s) v d для

всiх s ∈ C, звiдки d(t) ↓= λ(s)(t) для всiх s ∈ C i t ∈ dom(s). З iншого боку, для

всiх s ∈ C виконується λ(s) v λ(s∗), тому λ(s∗)(t) ↓= λ(s)(t) для всiх t ∈ dom(s),

звiдки d(t) ↓= λ(s∗)(t) для всiх t ∈ A. Тодi A ⊆ dom(λ(s∗)) = dom(s∗). Крiм того,

A ∈ T, оскiльки C є ланцюгом. Тодi s∗|A ∈ Tr, оскiльки s∗ ∈ Tr i Tr є замкненою
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вiдносно власних обмежень. Крiм того, s∗|A є верхньою межею C (тобто s v s∗|A
для всiх s ∈ C) i s∗|A v s∗, тому s∗|A = s∗, оскiльки s∗ є точною верхньою межею

C. Таким чином, dom(s∗) ⊆ A i d(t) ↓= λ(s∗)(t) для всiх t ∈ dom(s∗) = dom(λ(s∗)).

Тому λ(s∗) v d.

Тодi λ(s∗) є точною верхньою межею {λ(s) | s ∈ C}.

Лема 4.2.3. Нехай λ є трасою на замкненiй вiдносно власних обмежень множинi

траєкторiй Tr. Нехай s ∈ Tr i A ∈ T, A ⊆ dom(s). Тодi λ(s)(t) = λ(s|A)(t) для

всiх t ∈ A.

Доведення. Оскiльки Tr є замкненою вiдносно власних обмежень, s|A ∈ Tr

i s|A v s. Тодi λ(s|A) v λ(s). Тодi λ(s|A)(t) ↓= λ(s)(t) для всiх елементiв

t ∈ dom(λ(s|A)) = dom(s|A) = dom(s) ∩ A = A.

Наведена нижче теорема надає критерiй для перевiрки того, чи є функцiя

трасою.

Теорема 4.2.3. Нехай Tr є замкненою вiдносно власних обмежень множиною

траєкторiй, Y є множиною, λ : Tr → (T→̃Y ) є тотальною функцiєю. Тодi λ

є трасою на Tr тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:

(1) dom(λ(s)) = dom(s) для всiх s ∈ Tr;

(2) якщо s1, s2 ∈ Tr, t0 ∈ T , s1
.
=t0+ s2, то λ(s1)(t0) = λ(s2)(t0);

(3) якщо s1, s2 ∈ Tr, t0 ∈ T , s1
.
=t0− s2, то λ(s1)(t0) = λ(s2)(t0).

Доведення. Спочатку припустимо, що умови (1)-(3) виконується. Доведемо, що λ

є трасою на Tr.

З умови (1) випливає, що λ зберiгає область визначення.

Доведемо, що λ є монотонною. Нехай s1, s2 ∈ Tr i s1 v s2. Тодi s1 = s2|dom(s1).

Тодi оскiльки dom(s1) ∈ T, то для кожного елементу t0 ∈ dom(s1) має мiсце або

s1
.
=t0+ s2, або s1

.
=t0− s2, звiдки λ(s1)(t0) = λ(s2)(t0). Тодi

λ(s1)|dom(s1) = λ(s2)|dom(s1),

звiдки за умовою (1),

λ(s1) = λ(s2)|dom(λ(s1)),

тому λ(s1) v λ(s2).

Отже, λ є монотонною. Таким чином, λ є трасою на Tr.
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Тепер припустимо, що λ є трасою на Tr. Тодi умова (1) виконується.

Доведемо умову (2). Нехай s1, s2 ∈ Tr, t0 ∈ T i s1
.
=t0+ s2. Тодi iснує елемент

t > t0, такий, що [t0, t) ⊆ dom(s1) ∩ dom(s2) i s1|[t0,t) = s2|[t0,t). Тодi

λ(s1)(t0) = λ(s1|[t0,t))(t0) = λ(s2|[t0,t))(t0) = λ(s2)(t0)

за лемою 4.2.3. Таким чином, умова (2) виконується.

Доведемо умову (3). Нехай s1, s2 ∈ Tr, t0 ∈ T , i s1
.
=t0− s2. Тодi t0 > 0 i iснує

елемент t ∈ [0, t0), такий, що (t, t0] ⊆ dom(s1) ∩ dom(s2) i s1|(t,t0] = s2|(t,t0]. Тодi

λ(s1)(t0) = λ(s1|(t,t0])(t0) = λ(s2|(t,t0])(t0) = λ(s2)(t0)

за лемою 4.2.3. Таким чином, умова (3) виконується.

Наведена нижче лема надає простий приклад траси: поточкове застосування

тотальної функцiї на множинi станiв (проекцiї) до траєкторiї.

Лема 4.2.4. Припустимо, що Tr є замкненою вiдносно власних обмежень множи-

ною траєкторiй з T у множину Q, Y є множиною, f : Q → Y є тотальною

функцiєю, а λ : Tr → (T→̃Y ) є такою функцiєю, що λ(s) = f ◦ s для всiх s ∈ Tr.

Тодi λ є трасою на Tr.

Доведення. Випливає безпосередньо з теореми 4.2.3.

Лема 4.2.5. Якщо R є глобальною часовою симуляцiєю на розмiченiй НПМС (Σ, λ),

то R є локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Доведення. Припустимо, що R є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Нехай (q1, q2) ∈ R, s1 ∈ Tr i t0 ∈ T є такими, що q1
s1 t0. Тодi q1

s1 . Оскiльки

R є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ), то iснує траєкторiя s2 ∈ Tr, така,

що q2
s2 , λ(s1) = λ(s2) i s1, s2 поточково у вiдношеннi R. Тодi dom(s1) = dom(s2) i

t0 є найменшим елементом dom(s2), тому q2
s2 t0. Крiм того, λ(s1)

.
=t0+ λ(s2) i s1, s2

поточково у вiдношеннi R у правому пiвоколi t0.

Отже, R є локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Лема 4.2.6. Iснує розмiчена НПМС (Σ′, λ′) i локальна часова бiсимуляцiя R0 на

(Σ′, λ′), така, що R0 не є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ′, λ′).
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Доведення. Нехай Q′ = C, де C позначає множину комплексних чисел. Позначимо

як i уявну одиницю. Для будь-якого z ∈ C позначимо як <(z) дiйсну частину z.

Для кожного a ∈ {−1, 1} i b ∈ R нехай sa,b : T → Q є функцiєю, такою, що

для всiх t ∈ T ,

sa,b(t) = a(t+ i) + b .

Визначимо множину траєкторiй Tr′ i кортеж Σ′ таким чином:

Tr′ = {sa,b|A | A ∈ T ∧ a ∈ {−1, 1} ∧ b ∈ R},

Σ′ = (T,Q′, T r′).

Нехай

λ′ : Tr′ → (T→̃{0, 1})

є такою функцiєю, що для кожної траєкторiї s ∈ Tr виконується

dom(λ′(s)) = dom(s), (λ′(s))(t) = sign(<(s(t)))

для всiх t ∈ dom(s), де sign : R→ {−1, 0, 1} є функцiєю знаку, тобто sign(x) = −1,

якщо x < 0, sign(x) = 0, якщо x = 0 i sign(x) = 1, якщо x > 0.

Нехай R0 ⊂ Q×Q є таким вiдношенням, що

R0 = {(α + i, β − i) | α, β ∈ R ∧ α > β > 0}.

Доведемо, що Σ′ є НПМС.

Безпосередньо з визначення Tr′ випливає, що Tr′ задовольняє умову замкне-

ностi вiдносно власних обмежень.

Перевiримо недетермiновану маркiвську властивiсть. Нехай s1, s2 ∈ Tr′ i

t0 ∈ T є такими, що t0 = sup dom(s1) = inf dom(s2), а також s1(t0) ↓ , s2(t0) ↓

i s1(t0) = s2(t0). Нехай

s : dom(s1) ∪ dom(s2)→ Q′

є функцiєю, такою, що

s(t) =






s1(t), t ∈ dom(s1);

s2(t), t ∈ dom(s2).
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Слiд зауважити, що iснують множини A,A′ ∈ T i елементи a, a′ ∈ {−1, 1}, b, b′ ∈ R,

такi, що виконуються рiвностi

s1 = sa,b|A , s2 = sa′,b′|A′ .

Тодi A = dom(s1), A′ = dom(s2) i

a(t0 + i) + b = s1(t0) = s2(t0) = a
′(t0 + i) + b

′,

звiдки a = a′ i b = b′. Тодi s = sa,b|A∪A′ i A ∪ A′ ∈ T, оскiльки A ∩ A′ 6= ∅. Таким

чином, s ∈ Tr′. Оскiльки s1, s2 i t0 є довiльними, можемо зробити висновок, що

Tr′ має недетермiновану маркiвську властивiсть.

Перевiримо, що Tr′ є повною. Нехай C є непорожнiм ланцюгом у Tr′ (що

розглядається як частково впорядкована множина з порядком v). Нехай

A =
⋃

s∈C

dom(s).

Тодi A ∈ T, оскiльки C 6= ∅ i C є ланцюгом.

Нехай s0 є деяким фiксованим елементом C. Тодi iснують числа a, b, такi, що

s0 = sa,b|dom(s0). Нехай

s∗ = sa,b|A.

Тодi s∗ ∈ Tr′. Доведемо, що s∗ є верхньою межею ланцюга C.

Нехай s ∈ C. Тодi iснують числа a′, b′, такi, що

s = sa′,b′|dom(s)

i або s0 v s, або s v s0. Тодi iснує елемент t0, такий, що s(t0) ↓ , s0(t0) ↓ , i

s(t0) = s0(t0).

Тодi

a′(t0 + i) + b
′ = s(t0) = s0(t0) = a(t0 + i) + b,

звiдки a = a′ i b = b′. Тодi s = sa,b|dom(s) i dom(s) ⊆ A, тому s v s∗. Оскiльки s ∈ C

є довiльним, то s∗ є верхньою межею C.

Доведемо, що s∗ є точною верхньою межею C. Припустимо, що s0 ∈ Tr′ є
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верхньою межею C. Тодi s v s0 для всiх s ∈ C, тому A ⊆ dom(s0). Нехай t′ ∈ A.

Тодi t′ ∈ dom(s′) для деякого s′ ∈ C. Тодi s′ v s∗ i s′ v s0, тому s′(t′) = s∗(t′)

i s′(t′) = s0(t′), звiдки s∗(t′) = s0(t′). Тодi s∗ v s0, оскiльки t′ ∈ A є довiльним i

dom(s∗) = A. Таким чином, s∗ є точною верхньою межею C в Tr′ (з порядком v).

Отже, Tr′ є повною множиною траєкторiй.

Таким чином, Σ′ є НПМС, оскiльки Tr′ є повною, замкненою вiдносно

власних обмежень множиною траєкторiй, що має недетермiновану маркiвську

властивiсть.

Згiдно леми 4.2.4, λ′ є трасою на Tr′. Тодi (Σ′, λ′) є розмiченою НПМС.

Доведемо, що R0 є локальною часовою симуляцiєю на (Σ′, λ′). Нехай

(q1, q2) ∈ R0, s1 ∈ Tr′ i t0 ∈ T є такими, що q1
s1 t0. Тодi має мiсце

(q1, q2) = (α + i, β − i)

для деяких чисел α, β ∈ R, таких, що α > β > 0. Також, s1 = sa1,b1|dom(s1) для

деяких a1 ∈ {−1, 1}, b1 ∈ R. Тодi t0 ∈ dom(s1) i

α + i = q1 = s1(t0) = sa1,b1(t0) = a1(t0 + i) + b1,

звiдки a1 = 1 i α = t0 + b1, тому q1 = b1 + t0 + i. Нехай

s2 = s−1,β+t0|dom(s1).

Тодi s2 ∈ Tr′ i t0 є найменшим елементом множини dom(s2) = dom(s1). Також,

s2(t0) = −(t0 + i) + β + t0 = β − i = q2.

Тодi q2
s2 t0. Маємо такi рiвностi

λ′(s1)(t) = sign(<(s1(t))) = sign(a1t+ b1) = sign(t+ b1),

λ′(s2)(t) = sign(<(s2(t))) = sign(β + t0 − t)

для всiх t ∈ dom(s1), а також, t0+ b1 = α > β > 0. Тодi t+ b1 ≥ t0+ b1 > 0 для всiх

t ∈ dom(s1), оскiльки t0 є найменшим елементом dom(s1), звiдки λ′(s1)(t) = 1 для

всiх t ∈ dom(s1). Крiм того, β > 0 i β+ t0− t > 0 для всiх t ∈ [t0, t0+β)∩ dom(s2),
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тому

λ′(s2)(t) = 1 = λ
′(s1)(t)

для всiх t ∈ [t0, t0 + β) ∩ dom(s2), звiдки

λ′(s1)=̇t0+λ
′(s2).

Крiм того, s1(t) = (t+ i) + b1 = (t+ b1) + i i

s2(t) = −(t+ i) + β + t0 = (β + t0 − t)− i

для всiх t ∈ dom(s1). Для всiх t ∈ dom(s1) ∩ [t0, t0 + β) маємо

t+ b1 = t+ (α− t0) = (t− t0) + α > β − (t− t0) > 0,

оскiльки α > β. Таким чином, для всiх t ∈ dom(s1) ∩ [t0, t0 + β) маємо

t+ b1 > β + t0 − t > 0,

звiдки (s1(t), s2(t)) ∈ R0. Тодi s1, s2 поточково у вiдношеннi R0 у правому пiвоколi

t0, оскiльки β > 0. Оскiльки q1, q2, s1, t0 є довiльними, можемо зробити висновок,

що R0 є локальною часовою симуляцiєю на (Σ′, λ′).

Доведемо, що R−10 є локальною часовою симуляцiєю на (Σ′, λ′). Нехай

(q1, q2) ∈ R−10 , s1 ∈ Tr′ i t0 ∈ T є такими, що q1
s1 t0. Тодi

(q2, q1) = (α + i, β − i)

для деяких α, β ∈ R, таких, що α > β > 0. Також,

s1 = sa1,b1|dom(s1)

для деяких a1 ∈ {−1, 1} i b1 ∈ R. Тодi t0 ∈ dom(s1) i

β − i = q1 = s1(t0) = sa1,b1(t0) = a1(t0 + i) + b1,
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звiдки a1 = −1 i β = b1 − t0, тому q1 = b1 − t0 − i. Нехай

s2 = s1,α−t0|dom(s1).

Тодi s2 ∈ Tr′ i t0 є найменшим елементом dom(s2) = dom(s1). Також,

s2(t0) = (t0 + i) + α− t0 = α + i = q2.

Тодi q2
s2 t0. Маємо такi рiвностi

λ′(s1)(t) = sign(<(s1(t))) = sign(a1t+ b1) = sign(b1 − t),

λ′(s2)(t) = sign(<(s2(t))) = sign(t+ α− t0)

для всiх t ∈ dom(s1), а також, b1 − t0 = β > 0. Тодi b1 − t > 0 для всiх

t ∈ dom(s1)∩[t0, b1) 6= ∅, тому λ′(s1)(t) = 1 для всiх t ∈ dom(s1)∩[t0, b1). Крiм того,

α > β > 0 i t − t0 ≥ 0 для всiх t ∈ dom(s2), оскiльки t0 є найменшим елементом

dom(s2), тому

λ′(s2)(t) = sign(α + t− t0) = 1 = λ
′(s1)(t)

для всiх t ∈ dom(s2) ∩ [t0, b1), звiдки

λ′(s1)=̇t0+λ
′(s2).

Крiм того,

s1(t) = −(t+ i) + b1 = (b1 − t)− i,

s2(t) = (t+ i) + α− t0 = (α + t− t0) + i

для всiх t ∈ dom(s1). Для всiх t ∈ dom(s1) ∩ [t0, b1) маємо

α + (t− t0) > β − (t− t0) = b1 − t0 − t+ t0 = b1 − t > 0,

оскiльки α > β. Таким чином, для всiх t ∈ dom(s1) ∩ [t0, b1) маємо

α + t− t0 > b1 − t > 0,

звiдки (s1(t), s2(t)) ∈ R−10 . Тодi s1, s2 поточково у вiдношеннi R−10 у правому

пiвоколi t0, оскiльки b1 > t0. Оскiльки q1, q2, s1, t0 є довiльними, можемо зробити
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висновок, що R−10 є локальною часовою симуляцiєю на (Σ′, λ′).

Отже, R0 є локальною часовою бiсимуляцiєю на (Σ′, λ′).

Доведемо, що R0 не є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ′, λ′). Нехай

q1 = 2 + i, q2 = 1− i, s1 = s1,2.

Тодi (q1, q2) ∈ R0, s1(0) = i+ 2 = q1, тому q1
s1 . Крiм того, s1 ∈ Tr′.

Припустимо, що iснує траєкторiя s2 ∈ Tr′, така, що q2
s2 , λ′(s1) = λ′(s2) i

s1, s2 поточково у вiдношеннi R0. Оскiльки λ′(s1) = λ′(s2), то маємо dom(s2) =

dom(s1) = T , тому iснують числа a2 ∈ {−1, 1} i b2 ∈ R, такi, що s2 = sa2,b2. Крiм

того,

1 = sign(t+ 2) = sign(<(t+ i+ 2)) = sign(<(s1,2(t))) =

= sign(<(s1(t))) = sign(<(s2(t))) = sign(<(sa2,b2(t))) =

= sign(<(a2(t+ i) + b2)) = sign(a2t+ b2)

для всiх t ∈ T . Таким чином, a2t + b2 > 0 для всiх t ∈ T , тому a2 = 1. Нуль є

найменшим елементом dom(s2), тому s2(0) = q2, оскiльки q2
s2 . З iншого боку,

1− i = q2 = s2(0) = sa2,b2(0) = a2i+ b2 = i+ b2,

що неможливо, оскiльки b2 ∈ R. Отже, R0 не є глобальною часовою симуляцiєю

на (Σ′, λ′).

Лема 4.2.7. Нехай f+ є нормальною правою мiрою продовжуваностi, а вiдношення

R ⊆ Q × Q є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ). Тодi R є f+-часовою

симуляцiєю на (Σ, λ).

Доведення. Згiдно леми 4.2.5, R є локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Нехай s1, s2 ∈ Tr i t0 ∈ dom(s1) є такими, що s1, s2 поточково у вiдно-

шеннi R у проколотому лiвому пiвоколi t0 i iснує елемент t′0 < t0, такий, що

λ(s1)=̇[t′0,t0)λ(s2).

Покажемо, що iснують s′2 ∈ Tr, t1 ∈ dom(s2) ∩ dom(s′2), t2 ∈ T , такi, що

умови (1), (2), (3), (4) означення 4.2.7 виконуються для R i t0, t1, t2, s1, s2, s′2.

Оскiльки s1, s2 поточково у вiдношеннi R у проколотому лiвому пiвоколi

t0, то iснує елемент t∗ ∈ T , такий, що t∗ < t0, [t∗, t0) ⊆ dom(s1) ∩ dom(s2) i

(s1(t), s2(t)) ∈ R для всiх t ∈ [t∗, t0).
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Розглянемо такi два випадки.

Випадок 1: t0 є максимальним елементом множини dom(s1).

Нехай t1 = t∗ i t2 = t0. Тодi t1 < t0, [t1, t0] = [t∗, t0) ∪ {t0} ⊆ dom(s1) i

[t1, t0] ∈ T. Нехай

s̄1 = s1|[t1,t0].

Тодi оскiльки s1 ∈ Tr, то маємо s̄1 ∈ Tr за властивiстю замкненостi вiдносно

власних обмежень Σ. Крiм того, dom(s̄1) = [t1, t0], тому s̄1(t1)
s̄1 . Маємо, що

t1 = t∗ ∈ dom(s2) i

(s̄1(t1), s2(t1)) = (s1(t∗), s2(t∗)) ∈ R.

Тодi оскiльки R є глобальною симуляцiєю на (Σ, λ), то iснує траєкторiя s′2 ∈ Tr,

така, що s2(t1)
s′2 , λ(s̄1) = λ(s′2) i s̄1, s′2 поточково у вiдношеннi R. Тодi dom(s′2) =

dom(s̄1) = [t1, t0], t1 ∈ dom(s2) ∩ dom(s′2) i s2(t1) = s′2(t1). Крiм того,

λ(s′2) = λ(s̄1) = λ(s1|[t1,t0]) v λ(s1).

Оскiльки dom(λ(s′2)) = dom(s
′
2) = [t1, t0] i t2 = t0, то маємо

λ(s1)=̇[t1,t2]λ(s
′
2).

Крiм того, для всiх t ∈ [t1, t0] = [t1, t2] маємо

(s1(t), s
′
2(t)) = (s̄1(t), s

′
2(t)) ∈ R,

тому s1, s′2 поточково у вiдношеннi R на [t1, t2].

Вище було показано, що s′2 ∈ Tr, t1 ∈ dom(s2) ∩ dom(s′2), t1 < t0,

s2(t1) = s
′
2(t1), t2 = t0 є максимальним елементом dom(s1), λ(s1)=̇[t1,t2]λ(s

′
2) i s1, s′2

поточково у вiдношеннi R на [t1, t2]. Таким чином, умови (1), (2), (3), (4) означення

4.2.7 виконуються для R i t0, t1, t2, s1, s2, s′2.

Випадок 2: t0 є немаксимальним елементом множини dom(s1).

Тодi iснує елемент t∗ ∈ dom(s1), такий, що t∗ > t0. Тодi [t∗, t∗] ⊆ dom(s1),

оскiльки dom(s1) ∈ T. Оскiльки f+ є нормальною правою мiрою продовжуваностi

[69, 68], то f+(t0, t0) = t0 i функцiя f+ визначена i неперервна на {(x, y) ∈
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T × T | x ≤ y}. Тодi оскiльки t0 > t∗ ≥ 0, то маємо

lim
t→t0−

f+(t, t0) = f
+(t0, t0) = t0.

Оскiльки t∗ < t0 i t∗ > t0, з цього випливає, що iснує елемент t1 ∈ [t∗, t0),

такий, що t∗ ≥ f+(t1, t0). Нехай t2 = t∗ i s̄1 = s1|[t1,t2]. Тодi dom(s̄1) = [t1, t2],

оскiльки t1 ∈ [t∗, t0) ⊆ dom(s1), t2 ∈ dom(s1) i dom(s1) ∈ T. Тодi s1(t1)
s̄1 . Крiм

того, s̄1 ∈ Tr за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень Σ, оскiльки

t1 < t0 < t∗ = t2, а також, [t1, t2] ⊆ dom(s1). Крiм того, (s1(t1), s2(t1)) ∈ R, оскiльки

t1 ∈ [t∗, t0). Тодi оскiльки R є глобальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ), то iснує

траєкторiя s′2 ∈ Tr, така, що s2(t1)
s′2 , λ(s̄1) = λ(s′2) i s̄1, s′2 поточково у вiдношеннi

R. Тодi t1 ∈ [t∗, t0) ⊆ dom(s2) i

t1 ∈ [t1, t2] = dom(s̄1) = dom(λ(s̄1)) = dom(λ(s
′
2)) = dom(s

′
2),

оскiльки λ(s̄1) = λ(s′2), звiдки t1 ∈ dom(s2) ∩ dom(s′2).

Маємо t1 < t0 i s2(t1) = s′2(t1) (оскiльки s2(t1)
s′2 i t1 є найменшим елементом

множини dom(s′2) = dom(s̄1) = [t1, t2]). Таким чином, умова (1) означення 4.2.7

виконується.

Також, маємо

t2 = t
∗ ≥ f+(t1, t0).

Таким чином, умова (2) означення 4.2.7 виконується.

Маємо λ(s̄1) = λ(s′2) i s̄1 v s1, тому λ(s̄1) v λ(s1). Також, dom(λ(s̄1)) =

dom(s̄1) = [t1, t2], тому

λ(s′2) = λ(s̄1) = λ(s1)|[t1,t2],

звiдки маємо

λ(s1)
.
=[t1,t2] λ(s

′
2),

оскiльки виконується включення

[t1, t2] ⊆ dom(s1) ∩ dom(s
′
2) = dom(λ(s1)) ∩ dom(λ(s

′
2)).

Таким чином,

λ(s1)
.
=[t1,t2] λ(s

′
2).
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Тодi умова (3) означення 4.2.7 виконується.

Оскiльки s̄1 = s1|[t1,t2], dom(s̄1) = [t1, t2] i s̄1, s
′
2 поточково у вiдношеннi R, то

маємо

dom(s′2) = dom(s̄1) = [t1, t2] ⊆ dom(s1),

тому виконується включення

[t1, t2] ⊆ dom(s1) ∩ dom(s
′
2),

а також має мiсце

(s1(t), s
′
2(t)) = (s̄1(t), s

′
2(t)) ∈ R

для всiх t ∈ [t1, t2]. Тодi s1, s′2 поточково у вiдношеннi R на [t1, t2]. Таким чином,

умова (4) означення 4.2.7 виконується.

Таким чином, R є f+-часовою симуляцiєю на (Σ, λ) за означенням 4.2.7.

Лема 4.2.8. Нехай s0 ∈ Tr i R ⊆ Q × Q. Тодi Trs0,R(Σ, λ) є замкненою вiдносно

власних обмежень множиною траєкторiй.

Доведення. За визначенням Trs0,R(Σ, λ), кожна траєкторiя s ∈ Trs0,R(Σ, λ) приймає

значення у множинi Q i dom(s) ∈ T. Нехай s ∈ Trs0,R(Σ, λ), A ∈ T i A ⊆ dom(s).

Тодi dom(s|A) = dom(s) ∩ A = A ∈ T. Крiм того, iснує функцiя ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ),

така, що s v ŝ, звiдки s|A v ŝ. Тодi s|A ∈ Trs0,R(Σ, λ). Отже, Trs0,R(Σ, λ) є

замкненою вiдносно власних обмежень множиною траєкторiй.

Лема 4.2.9. Нехай s0 ∈ Tr i R ⊆ Q × Q. Тодi Trs0,R(Σ, λ) є замкненою вiдносно

власних обмежень множиною траєкторiй, що має недетермiновану маркiвську

властивiсть.

Доведення. Згiдно леми 4.2.8, Trs0,R(Σ, λ) є замкненою вiдносно власних обме-

жень множиною траєкторiй.

Нехай s1, s2 ∈ Trs0,R(Σ, λ) i t0 ∈ T є такими, що t0 є найбiльшим елементом

dom(s1), є найменшим елементом dom(s2) i s1(t0) = s2(t0). Тодi iснують ŝ1, ŝ2 ∈

Tr0s0,R(Σ, λ), такi, що s1 v ŝ1 i s2 v ŝ2. Нехай

s : dom(s1) ∪ dom(s2)→ Q
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є функцiєю, такою, що

s(t) =






s1(t), t ∈ dom(s1),

s2(t), t ∈ dom(s2).

Нехай

D1 = dom(ŝ1) ∩ [0, t0],

D2 = dom(ŝ2) ∩ [t0,+∞),

i ŝ : D1 ∪D2 → Q є функцiєю, такою, що

ŝ(t) =






ŝ1(t), t ∈ D1,

ŝ2(t), t ∈ D2.

Слiд зауважити, що це визначення коректне, оскiльки D1 ∩D2 ⊆ {t0} i

ŝ1(t0) ↓= s1(t0) = s2(t0) = ŝ2(t0).

Тодi t0 ∈ dom(ŝ) i ŝ(t0) = s1(t0) = s2(t0). Крiм того, оскiльки dom(s1) ∈ T i t0 є

найбiльшим елементом dom(s1), то маємо

dom(s1) ∩ [0, t0] = dom(s1) ∈ T

i t0 > 0, звiдки, оскiльки dom(s1) ⊆ dom(ŝ1), dom(ŝ1) ∈ T i [0, t0] ∈ T, то

D1 = dom(ŝ1) ∩ [0, t0] ∈ T.

Оскiльки dom(s2) ∈ T, а t0 є найменшим елементом dom(s2), то маємо

dom(s2) ∩ [t0,+∞) = dom(s2) ∈ T,

звiдки оскiльки dom(s2) ⊆ dom(ŝ2), dom(ŝ2) ∈ T i [t0,+∞) ∈ T, то

D2 = dom(ŝ2) ∩ [t0,+∞) ∈ T.
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Крiм того, t0 ∈ D1 ∩D2. Оскiльки D1, D2 ∈ T i D1 ∩D2 6= ∅, то маємо

dom(ŝ) = D1 ∪D2 ∈ T.

Крiм того, dom(s1) ⊆ dom(ŝ1) ∩ [0, t0] = D1, dom(s2) ⊆ dom(ŝ2) ∩ [t0,+∞) = D2,

s1 v ŝ1 i s2 v ŝ2, звiдки s v ŝ i dom(s) ⊆ dom(ŝ) за визначеннями s i ŝ.

Доведемо, що

s ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Оскiльки dom(s1), dom(s2) ∈ T i dom(s1) ∩ dom(s2) 6= ∅, то маємо

dom(s) = dom(s1) ∪ dom(s2) ∈ T.

Розглянемо такi три випадки.

Випадок 1: dom(s0) ∩D1 ∈ T i dom(s0) ∩D2 ∈ T.

Доведемо, що

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Маємо dom(ŝ) ∈ T. Крiм того, для i = 1, 2 маємо ŝi|dom(s0) ∈ Tr, оскiльки ŝi ∈

Tr0s0,R(Σ, λ). Оскiльки t0 ∈ D1∩D2, D1 ⊆ [0, t0] i D2 ⊆ [t0,+∞), то t0 є найбiльшим

елементом D1 i є найменшим елементом D2. Тодi оскiльки dom(s0) ∩ Di ∈ T

виконується для i = 1, 2, то iснують деякi елементи t1, t2 ∈ dom(s0), такi, що

t1 < t0 i t2 > t0, а оскiльки dom(s0) є промiжком, то маємо

t0 ∈ [t1, t2] ⊆ dom(s0).

Оскiльки для i = 1, 2 виконується

dom(s0) ∩Di ⊆ dom(s0) ∩ dom(ŝi) = dom(ŝi|dom(s0)),

а також, dom(s0) ∩Di ∈ T i ŝi|dom(s0) ∈ Tr, то маємо

(ŝi|dom(s0))|Di = (ŝi|dom(s0))|dom(s0)∩Di ∈ Tr

для i = 1, 2 за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr.
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Крiм того, t0 є найбiльшим елементом множини

dom(s0) ∩D1 = dom(s0) ∩ dom(ŝ1) ∩ [0, t0] =

= dom(ŝ1) ∩ dom(s0) ∩D1 = dom((ŝ1|dom(s0))|D1)

i є найменшим елементом множини

dom(s0) ∩D2 = dom(s0) ∩ dom(ŝ2) ∩ [t0,+∞) =

= dom(ŝ2) ∩ dom(s0) ∩D2 = dom((ŝ2|dom(s0))|D2).

Також, має мiсце

(ŝ1|dom(s0))|D1(t0) ↓= ŝ1(t0) ↓= s1(t0) =

= s2(t0) = ŝ2(t0) = (ŝ2|dom(s0))|D2(t0).

Тодi з визначення ŝ i недетермiнованої маркiвської властивостi Tr випливає, що

ŝ|dom(s0) ∈ Tr. Крiм того, оскiльки ŝ1, ŝ2 ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), то маємо

λ((ŝi|dom(s0))|Di) v λ(ŝi|dom(s0)) v λ(s0)

для i = 1, 2 i s0, ŝi поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝi). Для i = 1, 2

маємо ŝi|dom(s0) ∈ Tr, dom(s0) ∩ Di ∈ T i dom(s0) ∩ Di ⊆ dom(ŝi|dom(s0)). Тодi,

використовуючи лему 4.2.3 i той факт, що λ((ŝi|dom(s0))|Di) v λ(s0), маємо, що така

умова виконується для i = 1, 2 i всiх t ∈ dom(s0) ∩Di:

λ(ŝ|dom(s0))(t) = λ((ŝ|dom(s0))|dom(s0)∩Di)(t) =

= λ((ŝi|dom(s0))|Di)(t) = λ(s0)(t).

Тодi має мiсце рiвнiсть

λ(ŝ|dom(s0))(t) = λ(s0)(t)

для всiх елементiв

t ∈ (dom(s0) ∩D1) ∪ (dom(s0) ∩D2) =

= dom(s0) ∩ (D1 ∪D2) = dom(s0) ∩ dom(ŝ) = dom(ŝ|dom(s0)),
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звiдки маємо

λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0).

Для i = 1, 2 i для всiх t ∈ dom(s0) ∩Di,

(s0(t), ŝ(t)) = (s0(t), ŝi(t)) ∈ R,

оскiльки s0, ŝi поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0)∩dom(ŝi) i має мiсце

включення Di ⊆ dom(ŝi). Тодi (s0(t), ŝ(t)) ∈ R для всiх елементiв

t ∈ (dom(s0) ∩D1) ∪ (dom(s0) ∩D2) =

= dom(s0) ∩ (D1 ∪D2) = dom(s0) ∩ dom(ŝ),

тому s0, ŝ поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ).

Тодi dom(ŝ) ∈ T, ŝ|dom(s0) ∈ Tr, λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0) i s0, ŝ поточково у

вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ), тому

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням Tr0s0,R(Σ, λ).

Таким чином, ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), а також dom(s) ∈ T i s v ŝ, тому

s ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Випадок 2: iснує iндекс j ∈ {1, 2}, такий, що виконується dom(s0)∩Dj ∈ T i

dom(s0) ∩D3−j /∈ T.

Доведемо, що ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ). Маємо dom(ŝ) ∈ T. Крiм того, для i = 1, 2

виконується

ŝi|dom(s0) ∈ Tr,

оскiльки ŝi ∈ Tr0s0(Σ, λ). Оскiльки dom(s0) ∈ T, D3−j ∈ T i dom(s0) ∩ D3−j /∈ T,

то dom(s0) ∩D3−j є або порожньою множиною, або одноелементною множиною.

Крiм того, множина dom(s0) ∩ D3−j не може мiстити елемент, вiдмiнний вiд t0,

оскiльки в iншому випадку, кожна з множин dom(s0)∩Dj i dom(s0)∩D3−j мiстила

би елемент, вiдмiнний вiд t0, тому, оскiльки dom(s0) є промiжком, dom(s0) мiстив

би окiл t0, що неможливо, оскiльки dom(s0) ∩ D3−j /∈ T, D3−j ∈ T i t0 ∈ D3−j.
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Таким чином, dom(s0) ∩ D3−j є або порожньою множиною, або є множиною

{t0}. У першому випадку, dom(s0) ∩ D3−j = ∅ ⊆ dom(s0) ∩ Dj , а у другому

випадку, t0 ∈ dom(s0) ∩ D3−j ⊆ dom(s0) i t0 ∈ Dj (оскiльки t0 ∈ D1 ∩ D2), тому

dom(s0) ∩ D3−j = {t0} ⊆ dom(s0) ∩ Dj. Таким чином, в обох випадках має мiсце

включення

dom(s0) ∩D3−j ⊆ dom(s0) ∩Dj.

Тодi має мiсце рiвнiсть

dom(ŝ|dom(s0)) = dom(ŝ) ∩ dom(s0) = (D1 ∪D2) ∩ dom(s0) =

= (Dj ∩ dom(s0)) ∪ (D3−j ∩ dom(s0)) = Dj ∩ dom(s0) =

= dom(ŝj) ∩Dj ∩ dom(s0) = dom((ŝj|dom(s0))|Dj).

Крiм того, ŝj|Dj v ŝ за визначенням ŝ, звiдки

(ŝj|dom(s0))|Dj = (ŝj|Dj)|dom(s0) v ŝ|dom(s0),

тому має мiсце рiвнiсть

(ŝj|dom(s0))|Dj = ŝ|dom(s0).

Крiм того, dom(ŝ|dom(s0)) = dom(s0) ∩Dj . Тодi маємо

(ŝj|dom(s0))|Dj = (ŝj|dom(s0))|dom(s0)∩Dj = ŝj|dom(s0),

оскiльки dom(s0) ∩Dj = dom(ŝj|dom(s0)). Тодi

ŝ|dom(s0) = (ŝj|dom(s0))|Dj = ŝj|dom(s0) ∈ Tr,

λ(ŝ|dom(s0)) = λ(ŝj|dom(s0)) v λ(s0),

оскiльки ŝj ∈ Tr0s0,R(Σ, λ). Крiм того, s0, ŝj поточково у вiдношеннi R на множинi

dom(s0) ∩ dom(ŝj), звiдки

(s0(t), ŝ(t)) = (s0(t), ŝj(t)) ∈ R

для всiх t ∈ dom(s0) ∩ dom(ŝ), оскiльки ŝ|dom(s0) = ŝj|dom(s0). Тодi s0, ŝ поточково у

вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ).
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Отже, dom(ŝ) ∈ T, ŝ|dom(s0) ∈ Tr, λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0) i s0, ŝ поточково у

вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ). Тодi

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ). Таким чином, маємо dom(s) ∈ T, s v ŝ i

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), звiдки

s ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Випадок 3: dom(s0) ∩D1 /∈ T i dom(s0) ∩D2 /∈ T.

Оскiльки D1, D2 ∈ T i dom(s0) ∈ T, то для кожного iндексу i = 1, 2

множина dom(s0) ∩ Di є або порожньою, або одноелементною. Тодi множини

dom(s0)∩dom(ŝ1)∩ [0, t0] i dom(s0)∩dom(ŝ2)∩ [t0,+∞) є скiнченними. Для i = 1, 2

виконується

(dom(s0) ∩ dom(ŝi) ∩ [0, t0]) ∪ (dom(s0) ∩ dom(ŝi) ∩ [t0,+∞)) =

= (dom(s0) ∩ dom(ŝi)) ∪ ([0, t0] ∪ [t0,+∞)) =

= dom(s0) ∩ dom(ŝi) = dom(ŝi|dom(s0)) ∈ T,

оскiльки ŝi ∈ Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi множини dom(s0)∩ dom(ŝ1)∩ [t0,+∞) i dom(s0)∩

dom(ŝ2) ∩ [0, t0] є нескiнченними. Тодi iснує елемент

t1 ∈ dom(s0) ∩ dom(ŝ1),

такий, що t1 > t0 i iснує елемент

t2 ∈ dom(s0) ∩ dom(ŝ2),

такий, що t2 < t0. Оскiльки dom(s0) ∈ T, t1, t2 ∈ dom(s0) i t2 < t0 < t1, то

t0 ∈ [t2, t1] ⊆ dom(s0).

Тодi [t2, t0] ⊆ dom(s0) ∩ [0, t0], звiдки

[t2, t0] ∩ dom(ŝ1) = [t2, t0] ∩ dom(s0) ∩ [0, t0] ∩ dom(ŝ1) ⊆ dom(s0) ∩D1.
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Тодi виконуються включення

dom(s0) ∩D1 ⊇ [t2, t0] ∩ dom(ŝ1) ⊇ [t2, t0] ∩ dom(s1),

оскiльки s1 v ŝ1. Оскiльки t0 є найбiльшим елементом множини dom(s1),

dom(s1) ∈ T i t2 < t0, то маємо

[t2, t0] ∩ dom(s1) ∈ T.

Тодi dom(s0)∩D1 є нескiнченною множиною. Це суперечить тому факту, що кожна

з множин dom(s0) ∩ Di, i = 1, 2 є або порожньою, або одноелементною, як було

зазначено вище. Маємо суперечнiсть, тому даний випадок неможливий.

Таким чином, у всiх можливих випадках виконується s ∈ Trs0,R(Σ, λ). Отже,

Trs0,R(Σ, λ) є замкненою вiдносно власних обмежень множиною траєкторiй, що

має недетермiновану маркiвську властивiсть.

Лема 4.2.10. Нехай s0 ∈ Tr, R ⊆ Q × Q, s ∈ Trs0,R(Σ, λ). Припустимо, що

dom(s) ∩ dom(s0) ∈ T. Тодi s ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Доведення. Оскiльки s ∈ Trs0,R(Σ, λ), то s : T→̃Q, dom(s) ∈ T i iснує траєкторiя

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ),

така, що s v ŝ. Тодi dom(ŝ) ∈ T, ŝ|dom(s0) ∈ Tr, λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0) i s0, ŝ поточково

у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ).

Оскiльки ŝ|dom(s0) ∈ Tr, dom(s) ∩ dom(s0) ∈ T i

dom(s) ∩ dom(s0) ⊆ dom(ŝ) ∩ dom(s0) = dom(ŝ|dom(s0)),

то маємо

(ŝ|dom(s0))|dom(s)∩dom(s0) ∈ Tr

за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr. Тодi

s|dom(s0) = (ŝ|dom(s))|dom(s0) = (ŝ|dom(s0))|dom(s)∩dom(s0) ∈ Tr.
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Крiм того, виконується рiвнiсть

λ(ŝ|dom(s0))(t) = λ((ŝ|dom(s0))|dom(s)∩dom(s0))(t)

для всiх t ∈ dom(s) ∩ dom(s0) за лемою 4.2.3. Тодi

λ(ŝ|dom(s0))(t) = λ(s|dom(s0))(t)

для всiх t ∈ dom(s) ∩ dom(s0). Тодi оскiльки λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0), то маємо

λ(s|dom(s0))(t) = λ(ŝ|dom(s0))(t) = λ(s0)(t)

для всiх елементiв

t ∈ dom(s) ∩ dom(s0) = dom(s|dom(s0).

Тодi виконується вiдношення

λ(s|dom(s0)) v λ(s0).

Оскiльки, s0, ŝ поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ) i s v ŝ, то

(s0(t), s(t)) = (s0(t), ŝ(t)) ∈ R для всiх t ∈ dom(s0) ∩ dom(s). Тодi s0, s поточково

у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s).

Отже, dom(s) ∈ T, s|dom(s0) ∈ Tr, λ(s|dom(s0)) v λ(s0) i s0, s поточково у

вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s). Таким чином, маємо

s ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ).

Лема 4.2.11. Нехай Tr′ є замкненою вiдносно власних обмежень множиною трає-

кторiй, C ⊆ Tr′ є непорожнiм v-ланцюгом i s∗ ∈ Tr′. Тодi s∗ є точною верхньою

межею C у Tr′ (що розглядається як частково впорядкована множина з порядком

v) тодi i тiльки тодi, коли графiк функцiї s∗ є об’єднанням графiкiв елементiв C.

Доведення. Спочатку припустимо, що Tr′ є замкненою вiдносно власних обме-

жень множиною траєкторiй, C ⊆ Tr′ є непорожнiм v-ланцюгом, s∗ ∈ Tr′ i графiк

s∗ є об’єднанням графiкiв елементiв C. Доведемо, що s∗ є точною верхньою ме-
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жею C в Tr′ у сенсi v. Маємо s∗(t) ↓= s(t) для всiх s ∈ C i t ∈ dom(s). Тодi s v s∗

для всiх s ∈ C, а також s∗ ∈ Tr′, тому s∗ є верхньою межею C у Tr′ у сенсi v.

Нехай ŝ є довiльною верхньою межею C у Tr′ у сенсi v. Тодi s v ŝ для всiх

s ∈ C, тому ŝ(t) ↓= s(t) для всiх s ∈ C i t ∈ dom(s). Тодi ŝ(t) ↓= s∗(t) для всiх

t ∈
⋃
s∈C dom(s). Маємо ⋃

s∈C

dom(s) = dom(s∗),

оскiльки графiк s∗ є об’єднанням графiкiв елементiв C. Тодi виконується

ŝ(t) ↓= s∗(t)

для всiх t ∈ dom(s∗), тому s∗ v ŝ. Оскiльки ŝ є довiльною верхньою межею C i s∗

є верхньою межею C, можемо зробити висновок, що s∗ є точною верхньою межею

C у Tr′ у сенсi v.

Тепер припустимо, що Tr′ є замкненою вiдносно власних обмежень мно-

жиною траєкторiй, C ⊆ Tr′ є непорожнiм v-ланцюгом, s∗ ∈ Tr′ i s∗ є точною

верхньою межею C в Tr′. Покажемо, що графiк s∗ є об’єднанням графiкiв елемен-

тiв C. Позначимо

A =
⋃

s∈C

dom(s).

Маємо s v s∗ для всiх s ∈ C, тому dom(s) ⊆ dom(s∗) для всiх s ∈ C, звiдки

A =
⋃

s∈C

dom(s) ⊆ dom(s∗).

Оскiльки C є непорожнiм v-ланцюгом, то {dom(s) | s ∈ C} є непорожнiм ⊆-

ланцюгом. Крiм того, {dom(s) | s ∈ C} складається з промiжкiв у T якi мiстять

бiльше одного елементу, тому

A =
⋃
{dom(s) | c ∈ C} ∈ T.

Оскiльки s∗ ∈ Tr′, A ⊆ dom(s∗) i A ∈ T, то за властивiстю замкненостi вiдносно

власних обмежень Tr′ маємо

s∗|A ∈ Tr
′.
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Крiм того, для всiх s ∈ C маємо

s = s|A v s∗|A,

оскiльки dom(s) ⊆ A i s v s∗. Тодi s∗|A ∈ Tr′ є верхньою межею ланцюга C у Tr′

у сенсi v. Оскiльки s∗ є точною верхньою межею C, то маємо

s∗ v s∗|A.

Тодi dom(s∗) ⊆ A. Як було показано вище, A ⊆ dom(s∗), тому

dom(s∗) = A =
⋃

s∈C

dom(s).

Крiм того, s∗(t) ↓= s(t) для всiх s ∈ C i t ∈ dom(s) (оскiльки s v s∗), тому графiк

s∗ включає об’єднання графiкiв всiх елементiв C, i оскiльки

dom(s∗) =
⋃

s∈C

dom(s),

то графiк s∗ є об’єднанням графiкiв усiх елементiв C.

Лема 4.2.12. Нехай s0 ∈ Tr i R ⊆ Q × Q. Тодi Trs0,R(Σ, λ) є повною замкненою

вiдносно власних обмежень множиною траєкторiй.

Доведення. Згiдно леми 4.2.8, Trs0,R(Σ, λ) є замкненою вiдносно власних обме-

жень множиною траєкторiй.

Нехай C є непорожнiм ланцюгом у частково впорядкованiй множинi

(Trs0,R(Σ, λ),v). Розглянемо функцiю s∗ :
⋃
s∈C dom(s) → Q, таку, що її графiк є

об’єднанням графiкiв елементiв C (така функцiя iснує, оскiльки C є v-ланцюгом).

Оскiльки {dom(s) | s ∈ C} є непорожнiм ⊆-ланцюгом елементiв множини T, то

маємо dom(s∗) ∈ T.

Доведемо, що s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ). Розглянемо два випадки.

Випадок 1: для кожного s ∈ C виконується dom(s)∩dom(s0) /∈ T. Для кожної

множини A ∈ T позначимо

ends(A) = {inf A, supA},
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тобто ends(A) є множиною кiнцiв промiжку A. Оскiльки для кожного s ∈ C

виконується dom(s) ∈ T, dom(s0) ∈ T i dom(s) ∩ dom(s0) /∈ T, то

dom(s) ∩ dom(s0) ⊆ ends(dom(s0)).

Тодi має мiсце включення

dom(s∗) ∩ dom(s0) = (
⋃

s∈C

dom(s)) ∩ dom(s0) =

=
⋃

s∈C

(dom(s) ∩ dom(s0)) ⊆ ends(dom(s0)).

Тодi dom(s∗)∩dom(s0) є скiнченною множиною. Оскiльки dom(s∗) ∈ T i dom(s0) ∈

T, то можемо зробити висновок, що множина dom(s∗)∩dom(s0) є або порожньою,

або одноелементною. Тодi оскiльки C 6= ∅ i dom(s∗) =
⋃
s∈C dom(s), то iснує

функцiя s1 ∈ C, така, що

dom(s∗) ∩ dom(s0) ⊆ dom(s1).

Маємо s1 ∈ Trs0,R(Σ, λ), тому dom(s1) ∈ T i iснує траєкторiя

ŝ1 ∈ Tr
0
s0,R
(Σ, λ),

така, що s1 v ŝ1. Нехай ŝ∗ : dom(s∗) ∪ dom(ŝ1)→ Q є функцiєю, такою, що

ŝ∗(t) =






s∗(t), t ∈ dom(s∗),

ŝ1(t), t ∈ dom(ŝ1)\dom(s∗).

Тодi, s∗ v ŝ∗. Доведемо, що виконується

ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Маємо dom(s∗) ∈ T, dom(ŝ1) ∈ T i

dom(s∗) ∩ dom(ŝ1) ⊇ dom(s1) 6= ∅,
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тому виконується

dom(ŝ∗) = dom(s∗) ∪ dom(ŝ1) ∈ T.

Оскiльки s1 ∈ C, то для кожного елементу t ∈ dom(s1) маємо

s∗(t) = s1(t) = ŝ1(t).

Тодi оскiльки dom(s∗) ∩ dom(s0) ⊆ dom(s1), то s∗(t) = ŝ1(t) для всiх елементiв

t ∈ dom(s∗) ∩ dom(s0). Тодi з визначення ŝ∗ випливає, що ŝ∗(t) = ŝ1(t) для всiх

t ∈ dom(ŝ∗) ∩ dom(s0) = dom(ŝ
∗|dom(s0)).

Тодi виконується вiдношення

ŝ∗|dom(s0) v ŝ1|dom(s0).

Тодi оскiльки має мiсце включення

dom(ŝ1|dom(s0)) = dom(ŝ1) ∩ dom(s0) ⊆

⊆ dom(ŝ∗) ∩ dom(s0) = dom(ŝ
∗|dom(s0)),

то має мiсце рiвнiсть

ŝ∗|dom(s0) = ŝ1|dom(s0).

Тодi оскiльки ŝ1 ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), то маємо

ŝ∗|dom(s0) = ŝ1|dom(s0) ∈ Tr,

λ(ŝ∗|dom(s0)) = λ(ŝ1|dom(s0)) v λ(s0).

Крiм того, s0, ŝ1 поточково у вiдношеннi R, тому

(s0(t), ŝ
∗(t)) = (s0(t), ŝ1(t)) ∈ R

для всiх елементiв

t ∈ dom(s0) ∩ dom(ŝ1) = dom(s0) ∩ dom(ŝ
∗).
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Тодi s0, ŝ∗ поточково у вiдношеннi R на dom(s0)∩dom(ŝ∗). Крiм того, dom(ŝ∗) ∈ T.

Таким чином, виконується

ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням Tr0s0,R(Σ, λ).

Отже, ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), s
∗ v ŝ∗ i dom(s∗) ∈ T, тому

s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Випадок 2: iснує s1 ∈ C, такий, що dom(s1) ∩ dom(s0) ∈ T. Нехай

C1 = {s ∈ C | s1 v s}.

Тодi C1 ⊆ C ⊆ Trs0,R(Σ, λ).

Для кожного s ∈ C1 маємо dom(s) ∈ T, dom(s0) ∈ T i dom(s) ∩ dom(s0) ⊇

dom(s1) ∩ dom(s0) ∈ T, тому виконується

dom(s) ∩ dom(s0) ∈ T.

Тодi оскiльки C1 ⊆ Trs0,R(Σ, λ), то для кожного s ∈ C1 маємо

s ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за лемою 4.2.10. Тодi має мiсце включення

C1 ⊆ Tr0s0,R(Σ, λ).

Тодi для кожного s ∈ C1 маємо dom(s) ∈ T, s|dom(s0) ∈ Tr, λ(s|dom(s0)) v λ(s0) i

s0, s поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s).

Позначимо

C ′ = {s|dom(s0) | s ∈ C1}.

Тодi C ′ ⊆ Tr. Маємо s1 ∈ C, тому C1 6= ∅. Оскiльки C є v-ланцюгом, то C1 також

є v-ланцюгом. Тодi, C ′ є непорожнiм v-ланцюгом у Tr. Тодi C ′ має точну верхню

межу у Tr у сенсi v за властивiстю повноти Tr. Позначимо цю точну верхню

межу як s′. Тодi s′ ∈ Tr i s|dom(s0) v s′ для всiх s ∈ C1, тому s′(t) ↓= s(t) = s∗(t)
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для всiх s ∈ C1 i t ∈ dom(s) ∩ dom(s0). Оскiльки s1 ∈ C i C є v-ланцюгом, маємо

C\C1 = {s ∈ C | ¬(s1 v s)} ⊆ {s ∈ C | s v s1}.

Тодi s1(t) ↓= s(t) для всiх s ∈ C\C1 i t ∈ dom(s). Тодi для кожного s ∈ C\C1 i

t ∈ dom(s) ∩ dom(s0) виконується t ∈ dom(s1) ∩ dom(s0) i s′(t) ↓= s1(t) = s∗(t) =

s(t), оскiльки s1 ∈ C1. Таким чином, s′(t) ↓= s∗(t) для всiх s ∈ C1 ∪ (C\C1) = C i

t ∈ dom(s) ∩ dom(s0). Тодi s′(t) ↓= s∗(t) для всiх елементiв

t ∈
⋃

s∈C

(dom(s) ∩ dom(s0)) = dom(s
∗) ∩ dom(s0) = dom(s

∗|dom(s0)).

Тодi s∗|dom(s0) v s′. Позначимо

D = dom(s∗) ∩ dom(s0).

Маємо dom(s1) ∈ T, dom(s0) ∈ T i dom(s∗) ∩ dom(s0) ⊇ dom(s1) ∩ dom(s0) ∈ T,

тому виконується

D = dom(s∗) ∩ dom(s0) ∈ T.

Крiм того, має мiсце включення

D = dom(s∗|dom(s0)) ⊆ dom(s′),

оскiльки s∗|dom(s0) v s′. Крiм того, s′ ∈ Tr. Тодi s′|D ∈ Tr за властивiстю

замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr. Маємо

dom(s|dom(s0)) = dom(s) ∩ dom(s0) ⊆ D

для всiх s ∈ C. Тодi оскiльки s′ є v-верхньою межею C1 i C1 ⊆ C, то

s|dom(s0) v s′|D

для всiх s ∈ C1. Тодi s′|D є v-верхньою межею множини C1 i s′|D ∈ Tr, тому

s′ v s′|D. Тодi s′ = s′|D, тому

dom(s′) ⊆ D = dom(s∗|dom(s0)).
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Тодi оскiльки s∗|dom(s0) v s′, то s∗|dom(s0) = s
′. Тодi s∗|dom(s0) ∈ Tr.

Доведемо, що має мiсце вiдношення

λ(s∗|dom(s0)) v λ(s0).

Оскiльки s′ ∈ Tr є точною верхньою межею непорожнього ланцюга C ′ ⊆ Tr, то

λ(s′) є точною верхньою межею множини {λ(s) | s ∈ C ′} у {λ(s) | s ∈ Tr} (як

частково впорядкованiй множинi з порядком v) за лемою 4.2.2. Для кожного s ∈ C ′

iснує ŝ ∈ C1, така, що виконується рiвнiсть

s = ŝ|dom(s0).

Як було показано вище, C1 ⊆ Tr0s0,R(Σ, λ), тому

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Тодi має мiсце таке вiдношення

λ(s) = λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0)

за визначенням Tr0s0,R(Σ, λ). Таким чином, λ(s) v λ(s0) для всiх s ∈ C ′. Тодi

оскiльки s0 ∈ Tr, то λ(s0) є верхньою межею множини {λ(s) | s ∈ C ′} у

{λ(s) | s ∈ Tr} (як частково впорядкованiй множинi з порядком v). Оскiльки

λ(s′) є точною верхньою межею цiєї множини, то

λ(s′) v λ(s0).

Тодi має мiсце вiдношення

λ(s∗|dom(s0)) v λ(s0),

оскiльки s∗|dom(s0) = s
′.

Покажемо, що s0, s∗ поточково у вiдношеннi R на dom(s0)∩dom(s∗). Як було

показано вище, C1 ⊆ Tr0s0,R(Σ, λ), тому для кожного s ∈ C1, s0, s поточково у

вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s). Також, як було показано вище, s′(t) ↓= s(t) =
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s∗(t) для всiх s ∈ C1 i t ∈ dom(s) ∩ dom(s0). Тодi

(s0(t), s
∗(t)) = (s0(t), s(t)) ∈ R

для всiх s ∈ C1 i t ∈ dom(s0) ∩ dom(s). Тодi s0, s∗ поточково у вiдношеннi R на

⋃

s∈C1

dom(s0) ∩ dom(s) =
⋃

s∈C1

dom(s|dom(s0)) =
⋃

s∈C ′

dom(s).

Оскiльки Tr є замкненою вiдносно власних обмежень множиною траєкторiй,

C ′ ⊆ Tr є непорожнiм v-ланцюгом, s′ ∈ Tr i s′ є точною верхньою межею

ланцюга C ′ у Tr у сенсi v, то за лемою 4.2.11 графiк функцiї s′ є об’єднанням

графiкiв елементiв ланцюга C ′. Тодi виконується

dom(s′) =
⋃

s∈C ′

dom(s),

тому s0, s∗ поточково у вiдношеннi R на множинi

⋃

s∈C ′

dom(s) = dom(s′) = dom(s∗|dom(s0)) = dom(s0) ∩ dom(s
∗).

Отже, s∗ : T→̃Q, dom(s∗) ∈ T, s∗|dom(s0) ∈ Tr, λ(s∗|dom(s0)) v λ(s0) i s0, s∗

поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s∗). Таким чином,

s∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi

s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ),

оскiльки dom(s∗) ∈ T i s∗ v s∗.

Таким чином, в обох випадках s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ). Оскiльки Trs0,R(Σ, λ) є

замкненою вiдносно власних обмежень множиною траєкторiй, C є непорожнiм

ланцюгом у Trs0,R(Σ, λ) (як частково впорядкованiй множинi з порядком v),

s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i графiк s∗ є об’єднанням графiкiв елементiв C, то за лемою

4.2.11 s∗ є точною верхньою межею C у Trs0,R(Σ, λ).

Отже, Trs0,R(Σ, λ) є повною множиною траєкторiй.
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Лема 4.2.13. Якщо s0 ∈ Tr i R ⊆ Q×Q, то Σs0,R(Σ, λ) є НПМС.

Доведення. Випливає безпосередньо з визначення Σs0,R(Σ, λ), леми 4.2.9 i леми

4.2.12.

Лема 4.2.14. Нехай s0 ∈ Tr i R є локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ). Тодi

Σs0,R(Σ, λ) є НПМС, що задовольняє умову локальної продовжуваностi (англ. local

forward extensibility [69, 68]).

Доведення. Згiдно леми 4.2.13, Σs0,R(Σ, λ) є НПМС. Нехай

s ∈ Trs0,R(Σ, λ)

є траєкторiєю в Σs0,R(Σ, λ) з областю визначення вигляду [a, b], де a, b ∈ T, a < b.

Покажемо, що iснують число b′ > b i функцiя s′ : [a, b′] → Q, такi, що s′ ∈

Trs0,R(Σ, λ) i s v s′.

Оскiльки s ∈ Trs0,R(Σ, λ), то iснує траєкторiя

ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ),

така, що s v ŝ. Тодi dom(ŝ) ∈ T, ŝ|dom(s0) ∈ Tr, λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0) i s0, ŝ поточково

у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ).

Розглянемо такi випадки.

Випадок 1: dom(ŝ) ∩ (b,+∞) 6= ∅.

Нехай b′ є деяким елементом множини dom(ŝ) ∩ (b,+∞). Тодi виконується a ∈

dom(s) ⊆ dom(ŝ), b ∈ dom(ŝ) i a < b < b′, тому оскiльки dom(ŝ) ∈ T, то

[a, b′] ⊆ dom(ŝ).

Нехай s′ = ŝ|[a,b′]. Очевидно, s′|[a,b] = ŝ|[a,b] = ŝ|dom(s) = s, тому s v s′. Крiм того,

dom(s′) = [a, b′] ∈ T, s′ = ŝ|[a,b′] v ŝ i ŝ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), тому

s′ ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Таким чином, b′ > b, s′ : [a, b′]→ Q, s′ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s v s′.

Випадок 2: dom(ŝ) ∩ (b,+∞) = ∅.
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Тодi dom(ŝ) ⊆ [0, b]. Крiм того, має мiсце включення

[a, b] = dom(s) ⊆ dom(ŝ),

звiдки робимо висновок, що b є найбiльшим елементом множини dom(ŝ). Маємо

ŝ|dom(s0) ∈ Tr, тому dom(ŝ) ∩ dom(s0) ∈ T. Тодi множина [0, b] ∩ dom(s0) мiстить

бiльше одного елементу, тому iснує елемент t∗ ∈ dom(s0), такий, що t∗ < b.

Розглянемо такi пiдвипадки:

Пiдвипадок 1.1. dom(s0) ⊆ [0, b].

Нехай b′ = b+ 1 i s′ : [a, b′]→ Q є функцiєю, такою, що

s′(t) =






ŝ(t), t ∈ [a, b′] ∩ dom(ŝ),

s(b), t ∈ [a, b′]\dom(ŝ).

Тодi b′ > b, [a, b] = dom(s) ⊆ dom(ŝ) ∩ [a, b′] i s v ŝ, тому s v s′ за

визначенням функцiї s′. Крiм того,

dom(s′) = [a, b′] ∈ T.

Нехай ŝ′ : dom(ŝ) ∪ [a, b′]→ Q є функцiєю, такою, що

ŝ′(t) =






ŝ(t), t ∈ dom(ŝ),

s(b), t ∈ [a, b′]\dom(ŝ).

Доведемо, що

ŝ′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Маємо dom(ŝ) ∈ T, [a, b′] ∈ T i dom(ŝ) ∩ [a, b′] ⊇ dom(s) ∩ [a, b′] 6= ∅, тому

dom(ŝ′) = dom(ŝ) ∪ [a, b′] ∈ T.

Тодi маємо такi рiвностi

dom(ŝ′) ∩ dom(s0) = (dom(ŝ) ∪ [a, b
′]) ∩ dom(s0) =

= (dom(ŝ) ∩ dom(s0)) ∪ ([a, b
′] ∩ dom(s0)) =
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= (dom(ŝ) ∩ dom(s0)) ∪ ([a, b] ∩ dom(s0)) =

= (dom(ŝ) ∪ [a, b]) ∩ dom(s0) = dom(ŝ) ∩ dom(s0),

оскiльки [a, b] ⊆ dom(ŝ) i dom(s0) ⊆ [0, b]. Крiм того, ŝ′(t) = ŝ(t) для всiх елементiв

t ∈ dom(ŝ) ∩ dom(s0). Тодi

ŝ′|dom(s0) = ŝ|dom(s0) ∈ Tr.

Крiм того,

λ(ŝ′|dom(s0)) = λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0),

(s0(t), ŝ
′(t)) = (s0(t), ŝ(t)) ∈ R

виконується для всiх елементiв

t ∈ dom(s0) ∩ dom(ŝ) = dom(s0) ∩ dom(ŝ
′).

Тодi s0, ŝ′ поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(ŝ′). Таким чином,

ŝ′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ).

Крiм того, s′ v ŝ′ за визначенням функцiй s′ i ŝ′, а також

dom(s′) = [a, b′] ∈ T.

Тодi виконується

s′ ∈ Trs0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Trs0,R(Σ, λ). Таким чином, b′ > b, s′ : [a, b′] → Q,

s′ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s v s′.

Пiдвипадок 1.2. dom(s0) не є пiдмножиною промiжку [0, b].

Тодi iснує елемент t∗ ∈ dom(s0), такий, що t∗ > b. Оскiльки t∗, t
∗ ∈ dom(s0),

t∗ < b < t∗ i dom(s0) ∈ T, то маємо

[t∗, t
∗] ⊆ dom(s0).

Нехай s1 = s0|[b,t∗]. Оскiльки s0 ∈ Tr, [b, t∗] ⊆ [t∗, t∗] ⊆ dom(s0) i [b, t∗] ∈ T,
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то s1 ∈ Tr за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr.

Крiм того, dom(s1) = [b, t∗]. Тодi s1(b)
s1 b , тому s0(b)

s1 b , оскiльки s0(b) = s1(b).

Маємо, що s0, ŝ поточково у вiдношеннi R на множинi

dom(s0) ∩ dom(ŝ) ⊇ dom(s0) ∩ dom(s) ⊇ [t∗, t
∗] ∩ [a, b] ⊇ {b}.

Тодi виконується

(s0(b), ŝ(b)) ∈ R.

Тодi оскiльки s1 ∈ Tr, s0(b)
s1 b i R є локальною часовою бiсимуляцiєю на (Σ, λ),

то iснує траєкторiя s2 ∈ Tr, така, що ŝ(b)
s2 b, λ(s1)=̇b+λ(s2) i s1, s2 поточково у

вiдношеннi R у правому пiвоколi b. Тодi iснують елементи b′1 > b i b′2 > b, такi, що

λ(s1)=̇[b,b′1)λ(s2) i s1, s2 поточково у вiдношеннi R на [b, b′2). Нехай

b′ = min{(b+min{b′1, b
′
2})/2, t

∗}.

Тодi b < b′ < min{b′1, b
′
2}, тому λ(s1)=̇[b,b′]λ(s2) i s1, s2 поточково у вiдношеннi R

на промiжку [b, b′]. Крiм того, dom(s2) ⊇ [b, b′2) ⊃ [b, b
′]. Нехай s′ : [a, b′] → Q є

функцiєю, такою, що

s′(t) =






s(t), t ∈ [a, b],

s2(t), t ∈ (b, b′].

Тодi виконується вiдношення s v s′.

Доведемо, що

s′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Маємо dom(s′) = [a, b′] ∈ T.

Спочатку, доведемо, що s′|dom(s0) ∈ Tr. Маємо

dom(s), dom(s0) ∈ T,

dom(s) ∩ dom(s0) ⊇ [a, b] ∩ [t∗, t
∗] = [max{t∗, a}, b] ∈ T,

оскiльки max{t∗, a} < b, тому dom(s) ∩ dom(s0) ∈ T. Крiм того,

dom(s) ∩ dom(s0) ⊆ dom(ŝ) ∩ dom(s0) = dom(ŝ|dom(s0))
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i ŝ|dom(s0) ∈ Tr. Тодi виконується

ŝ|dom(s0)∩dom(s) = (ŝ|dom(s0))|dom(s)∩dom(s0) ∈ Tr

за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr.

Введемо позначення

s′1 = s|dom(s0) and s′2 = s2|[b,b′].

Оскiльки виконується s v ŝ, то

s′1 = s|dom(s0) = ŝ|dom(s0)∩dom(s) ∈ Tr.

Оскiльки s2 ∈ Tr, [b, b′] ∈ T i [b, b′] ⊆ dom(s2), то

s′2 = s2|[b,b′] ∈ Tr

за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr. Крiм того,

dom(s′1) = dom(s) ∩ dom(s0) ⊆ [a, b],

b ∈ dom(s) ∩ dom(s0),

тому b є найбiльшим елементом множини dom(s′1). Також,

dom(s′2) = dom(s2) ∩ [b, b
′] = [b, b′],

тому b є найменшим елементом множини dom(s′2). Крiм того,

s′2(b) = s2(b) = ŝ(b) = s(b) = s
′
1(b),

оскiльки ŝ(b)
s2 b i s v ŝ. Тодi за недетермiнованою маркiвською властивiстю

множини Tr, наведена нижче функцiя s′3 : dom(s
′
1) ∪ dom(s

′
2)→ Q належить Tr:

s′3(t) =






s′1(t), t ∈ dom(s′1),

s′2(t), t ∈ dom(s′2).
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Маємо такi рiвностi

dom(s′3) = dom(s
′
1) ∪ dom(s

′
2) = ([a, b] ∩ dom(s0)) ∪ [b, b

′] =

= ([a, b] ∩ dom(s0)) ∪ ([b, b
′] ∩ dom(s0)) =

= [a, b′] ∩ dom(s0) = dom(s
′|dom(s0)),

оскiльки [b, b′] ⊆ [t∗, t∗] ⊆ dom(s0) i a < b < b′. Крiм того,

s′3(t) = s
′
1(t) = s(t) = s

′(t)

для всiх елементiв t ∈ dom(s′1) i

s′3(t) = s
′
2(t) = s2(t) = s

′(t)

для всiх елементiв t ∈ dom(s′2) = [b, b
′], оскiльки s2(b) = ŝ(b) = s(b). Тодi оскiльки

dom(s′3) = dom(s′1) ∪ dom(s
′
2), то s′3 v s′. Крiм того, dom(s′3) ⊆ dom(s0), тому

s′3 v s′|dom(s0). Тодi оскiльки dom(s′3) = dom(s′|dom(s0)), то s′3 = s′|dom(s0). Таким

чином, s′|dom(s0) ∈ Tr, оскiльки s′3 ∈ Tr.

Тепер покажемо, що

λ(s′|dom(s0)) v λ(s0).

Маємо s v ŝ, тому s|dom(s0) v ŝ|dom(s0). Крiм того, ŝ|dom(s0) ∈ Tr i s|dom(s0) = s
′
1 ∈ Tr.

Тодi за монотоннiстю функцiї λ маємо

λ(s′1) = λ(s|dom(s0)) v λ(ŝ|dom(s0)) v λ(s0),

тому λ(s′1) v λ(s0) за транзитивнiстю вiдношення v. Тодi

λ(s′3)(t) = λ(s
′
3|dom(s′1))(t) = λ(s

′
1)(t) = λ(s0)(t)

для всiх елементiв t ∈ dom(s′1) за лемою 4.2.3, оскiльки s′3 ∈ Tr, dom(s′1) ∈ T i

dom(s′1) ⊆ dom(s′3). Маємо рiвнiсть

λ(s′3)(t) = λ(s
′
3|dom(s′2))(t) = λ(s

′
2)(t) = λ(s2|[b,b′])(t) = λ(s2)(t)
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для всiх елементiв

t ∈ dom(s′2) ∩ [b, b
′] = [b, b′]

за лемою 4.2.3, оскiльки s′3 ∈ Tr, dom(s′2) ∈ T, dom(s′2) ⊆ dom(s′3), s2 ∈ Tr,

[b, b′] ∈ T i [b, b′] ⊆ dom(s2). Тодi

λ(s′3)(t) = λ(s2)(t) = λ(s1)(t) = λ(s0|[b,t∗])(t)

для всiх елементiв t ∈ [b, b′], оскiльки λ(s1)=̇[b,b′]λ(s2). Тодi

λ(s′3)(t) = λ(s0|[b,t∗])(t) = λ(s0)(t)

для всiх елементiв

t ∈ [b, b′] ∩ [b, t∗] = [b, b′] = dom(s′2)

за лемою 4.2.3, оскiльки [b, t∗] ∈ T i [b, t∗] ⊆ dom(s0). Таким чином,

λ(s′|dom(s0))(t) = λ(s
′
3)(t) = λ(s0)(t)

для всiх елементiв

t ∈ dom(s′1) ∪ dom(s
′
2) = dom(s

′
3) = dom(λ(s

′
3)) = dom(λ(s

′|dom(s0))).

Отже, виконується вiдношення

λ(s′|dom(s0)) v λ(s0).

Доведемо, що s0, s
′ поточково у вiдношеннi R на dom(s0) ∩ dom(s′). Для

кожного t ∈ dom(s0) ∩ [a, b] маємо

(s0(t), s
′(t)) = (s0(t), s(t)) = (s0(t), ŝ(t)) ∈ R,

оскiльки s v ŝ i s0, ŝ поточково у вiдношеннi R на множинi

dom(s0) ∩ dom(ŝ) ⊇ dom(s0) ∩ [a, b].

Маємо включення

(b, b′] ⊂ [b, t∗] = dom(s1) ⊆ dom(s0).
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Тодi для кожного елементу t ∈ (b, b′] маємо

(s0(t), s
′(t)) = (s0(t), s2(t)) = (s1(t), s2(t)) ∈ R,

оскiльки s1, s2 поточково у вiдношеннi R на [b, b′]. Таким чином, (s0(t), s′(t)) ∈ R

виконується для всiх елементiв

t ∈ ([a, b] ∩ dom(s0)) ∪ ((b, b
′] ∩ dom(s0)) =

= dom(s0) ∩ [a, b
′] = dom(s0) ∩ dom(s

′).

Тодi s0, s′ поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0) ∩ dom(s′).

Отже, виконується

s′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi

s′ ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Крiм того, s′ : [a, b′]→ Q, b′ > b i s v s′.

У всiх випадках iснують елемент b′ > b i функцiя s′ : [a, b′] → Q, такi, що

s′ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s v s′.

Отже, Σs0,R(Σ, λ) задовольняє умову локальної продовжуваностi.

Лема 4.2.15. Нехай f+ є нормальною правою мiрою продовжуваностi, s0 ∈ Tr i R

є f+-часовою симуляцiєю на розмiченiй НПМС (Σ, λ). Припустимо, що s∗ є правим

тупиковим шляхом (англ. right dead-end path [69, 68]) в НПМС Σs0,R(Σ, λ). Тодi s∗
є таким, що можна уникнути в сенсi f+ (англ. f+-escapable [69, 68]).

Доведення. За припущенням леми, s∗ є правим тупиковим шляхом у Σs0,R(Σ, λ).

Тодi s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i iснують a, b ∈ T, a < b, такi, що

dom(s∗) = [a, b).

Крiм того, не iснує функцiї s : [a, b]→ Q, такої, що s ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s∗ @ s.

Покажемо, що iснують c, d ∈ T , такi, що c ∈ (a, b) i d ≥ f+(c, b), i iснує

s∗ : [c, d]→ Q,
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така, що s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s∗(c) = s∗(c).

Оскiльки s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ), то iснує траєкторiя

ŝ∗ ∈ Tr
0
s0,R
(Σ, λ),

така, що s∗ v ŝ∗. Тодi dom(ŝ∗) ∈ T, ŝ∗|dom(s0) ∈ Tr, λ(ŝ∗|dom(s0)) v λ(s0) i s0, ŝ∗
поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0) ∩ dom(ŝ∗).

Доведемо, що виконується включення

dom(ŝ∗) ⊆ [0, b).

Припустимо, що dom(ŝ∗) не є пiдмножиною промiжку [0, b). Тодi iснує елемент

t′ ≥ b, такий, що t′ ∈ dom(ŝ∗). Маємо

a ∈ dom(s∗) ⊆ dom(ŝ∗),

тому оскiльки a < b ≤ t′ i dom(ŝ∗) ∈ T, то

[a, b] ⊂ [a, t′] ⊆ dom(ŝ∗).

Крiм того, [a, b] ∈ T i виконується

ŝ∗ ∈ Tr
0
s0,R
(Σ, λ) ⊆ Trs0,R(Σ, λ).

Тодi за лемою 4.2.8 i властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень множи-

ни Trs0,R(Σ, λ) маємо

ŝ∗|[a,b] ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Крiм того, dom(ŝ∗|[a,b]) = [a, b], оскiльки [a, b] ⊆ dom(ŝ∗). Також,

s∗ = s∗|[a,b] v ŝ∗|[a,b],

оскiльки dom(s∗) ⊂ [a, b] i s∗ v ŝ∗. Тодi s∗ @ ŝ∗|[a,b], оскiльки dom(s∗) = [a, b) 6=

[a, b] = dom(ŝ∗|[a,b]). Це суперечить тому факту, що не iснує функцiї s : [a, b] → Q,

такої, що s ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s∗ @ s. Тодi припущення про те, що dom(ŝ∗) не є

пiдмножиною промiжку [0, b) не виконується. Таким чином, dom(ŝ∗) ⊆ [0, b).

Розглянемо два випадки.
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Випадок 1: припустимо, що dom(s0) ∩ [b,+∞) 6= ∅.

Тодi iснує елемент t′′ ∈ dom(s0), такий, що t′′ ≥ b. Оскiльки ŝ∗|dom(s0) ∈ Tr, то

dom(ŝ∗) ∩ dom(s0) ∈ T.

Тодi iснує елемент t′0 ∈ dom(s0), такий, що t′0 ∈ dom(ŝ∗). Оскiльки dom(ŝ∗) ⊆ [0, b),

то t′0 ∈ [0, b). Оскiльки dom(s0) ∈ T, t′0, t
′′ ∈ dom(s0) i t′0 < b ≤ t′′, маємо

[t′0, t
′′] ⊆ dom(s0). Тодi b ∈ dom(s0).

Введемо позначення

t′ = max{a, t′0}.

Оскiльки a < b i t′0 < b, то t′ ∈ [a, b) i виконується

t′ ∈ [t′0, b) ⊂ [t
′
0, t
′′] ⊆ dom(s0).

Тодi t′ ∈ [a, b) i t′ ∈ dom(s0). Тодi [t′, t′′] ⊆ dom(s0), оскiльки dom(s0) ∈ T,

t′ ∈ dom(s0), t′′ ∈ dom(s0) i t′ < b ≤ t′′.

Введемо позначення

D = dom(s0) ∩ (a, b),

s′ = ŝ∗|D.

Маємо dom(s0) ∈ T, (a, b) ∈ T i

dom(s0) ∩ (a, b) ⊇ [t
′, t′′] ∩ (a, b) ⊇ (t′, b) ∈ T,

оскiльки a ≤ t′ < b ≤ t′′. Тодi D = dom(s0) ∩ (a, b) ∈ T. Крiм того,

D ⊆ (a, b) ⊂ dom(s∗) ⊆ dom(ŝ∗).

Тодi оскiльки

ŝ∗ ∈ Tr
0
s0,R
(Σ, λ) ⊆ Trs0,R(Σ, λ)

i множина Trs0,R(Σ, λ) має властивiсть замкненостi вiдносно власних обмежень за

лемою 4.2.8, то маємо

s′ = ŝ∗|D ∈ Trs0,R(Σ, λ).
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Маємо dom(s′) ⊆ D ⊆ dom(s0), тому

dom(s′) ∩ dom(s0) = dom(s
′) ∈ T.

Крiм того, s0 ∈ Tr. Тодi за лемою 4.2.10 маємо s′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi

s′|dom(s0) ∈ Tr

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi

s′ = s′|dom(s0) ∈ Tr,

оскiльки dom(s′) ⊆ dom(s0). Маємо

dom(s′) = dom(ŝ∗) ∩D = D = dom(s0) ∩ (a, b) ⊇ [t
′, t′′] ∩ (a, b) ⊇ (t′, b),

оскiльки D ⊆ dom(ŝ∗) i a ≤ t′ < b ≤ t′′. Крiм того, s0, s′ поточково у вiдношеннi R

на множинi

dom(s0) ∩ dom(s
′) = dom(s′) ⊇ (t′, b),

оскiльки s′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi оскiльки t′ < b, маємо, що s0, s
′ поточково у

вiдношеннi R у проколотому лiвому пiвоколi b. Маємо

λ(s′) = λ(s′|dom(s0)) v λ(s0),

оскiльки s′ = s′|dom(s0) i s′ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Введемо позначення

t′1 = (t
′ + b)/2.

Тодi t′ < t′1 < b, оскiльки t′ < b. Оскiльки

dom(λ(s′)) = dom(s′) ⊇ (t′, b) ⊇ [t′1, b)

i λ(s′) v λ(s0), то маємо

λ(s0)=̇[t′1,b)λ(s
′).

Отже, s0 ∈ Tr i, як було показано вище, s′ ∈ Tr, b ∈ dom(s0), s0, s′

поточково у вiдношеннi R у проколотому лiвому пiвоколi b i λ(s0)=̇[t′1,b)λ(s
′), де
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t′1 < b. Тодi оскiльки R є f+-часовою симуляцiєю на (Σ, λ), то iснують s′2 ∈ Tr,

c ∈ dom(s′) ∩ dom(s′2), d1 ∈ T , такi, що

1. c < b i s′(c) = s′2(c);

2. або d1 ≥ f+(c, b), або d1 є максимальним елементом dom(s0);

3. λ(s0)=̇[c,d1]λ(s
′
2);

4. s0, s′2 поточково у вiдношеннi R на [c, d1].

Тодi dom(s′2) ⊇ [c, d1] i виконується

c ∈ dom(s′) = dom(ŝ∗|D) ⊆ D ⊆ (a, b).

Тодi c ∈ (a, b). Маємо або d1 ≥ f+(c, b), або d1 є максимальним елементом

множини dom(s0) за властивiстю 2, тому або d1 ≥ f+(c, b) > f+(b, b) = b, або

d1 ≥ t′′ ≥ b, оскiльки функцiя f+|{(x,y)∈T×T | x≤y} є строго спадною за першим

аргументом на [t′, t′′] ⊆ dom(s0). В обох випадках, d1 ≥ b > c. Тодi [c, d1] ∈ T.

Введемо позначення

s̄ = s′2|[c,d1].

Тодi оскiльки [c, d1] ∈ T, [c, d1] ⊆ dom(s′2) i s′2 ∈ Tr, то s̄ ∈ Tr за властивiстю

замкненостi вiдносно власних обмежень множини Tr. Крiм того, dom(s̄) = [c, d1] i

s′(c) = s′2(c) = s̄(c) за властивiстю 1, вказаною вище. Оскiльки виконується s′(c) ↓

i s′ = ŝ∗|D, то виконується

ŝ∗(c) ↓= s
′(c) = s̄(c).

Оскiльки s∗ v ŝ∗ i c ∈ (a, b) ⊂ [a, b) = dom(s∗), то

s∗(c) ↓= ŝ∗(c) = s̄(c).

Введемо позначення

d = max{f+(c, b), d1}.

Тодi d ≥ d1 ≥ b > c, тому [c, d] ∈ T.

Нехай s∗ : [c, d]→ Q є функцiєю, такою, що

s∗(t) =






s̄(t), t ∈ [c, d1];

s̄(d1), t ∈ [c, d]\[c, d1].
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Як було показано вище, s∗(c) = s̄(c). Оскiльки c ∈ [c, d1], то s∗(c) = s̄(c) за

визначенням функцiї s∗. Тодi s∗(c) = s∗(c).

Доведемо, що виконується рiвнiсть

s∗|dom(s0) = s̄|dom(s0).

Розглянемо два пiдвипадки.

Пiдвипадок 1.1. Припустимо, що d1 є максимальним елементом dom(s0). Тодi

dom(s∗|dom(s0)) = dom(s
∗) ∩ dom(s0) ⊆ [c, d] ∩ [0, d1] = [c, d1],

тому s∗|dom(s0) v s̄ за визначенням функцiї s∗, звiдки

s∗|dom(s0) v s̄|dom(s0).

Тодi виконується включення

dom(s∗|dom(s0)) ⊆ dom(s̄|dom(s0)).

З iншого боку, має мiсце включення

dom(s̄|dom(s0)) = dom(s̄) ∩ dom(s0) = [c, d1] ∩ dom(s0) ⊆

⊆ [c, d] ∩ dom(s0) = dom(s
∗) ∩ dom(s0) = dom(s

∗|dom(s0)),

тому dom(s∗|dom(s0)) = dom(s̄|dom(s0)). Тодi оскiльки s∗|dom(s0) v s̄|dom(s0), маємо

s∗|dom(s0) = s̄|dom(s0).

Пiдвипадок 1.2. Припустимо, що d1 не є максимальним елементом dom(s0).

Тодi d1 ≥ f+(b, c) за властивiстю 2, вказаною вище, тому d = max{f+(c, b), d1} =

d1 i s∗ v s̄ за визначенням функцiї s∗. Крiм того, dom(s∗) = [c, d] = [c, d1] = dom(s̄),

тому s∗ = s̄. Тодi виконується рiвнiсть

s∗|dom(s0) = s̄|dom(s0).

Отже, в обох пiдвипадках, s∗|dom(s0) = s̄|dom(s0).
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Доведемо, що виконується

s∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Маємо dom(s∗) = [c, d] ∈ T. Спочатку, доведемо, що

s̄|dom(s0) ∈ Tr i λ(s̄|dom(s0)) v λ(s0).

Маємо dom(s∗) = [c, d] ∈ T, dom(s0) ∈ T i

dom(s∗) ∩ dom(s0) ⊇ [c, d] ∩ [t
′, t′′] = [max{c, t′},min{d, t′′}] ∈ T,

оскiльки max{c, t′} < b i min{d, t′′} ≥ b. Тодi

dom(s̄|dom(s0)) = dom(s
∗|dom(s0)) = dom(s

∗) ∩ dom(s0) ∈ T.

Тодi dom(s̄|dom(s0)) ∈ T i dom(s̄|dom(s0)) ⊆ dom(s̄). Крiм того, як було показано

вище, s̄ ∈ Tr. Тодi за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень Tr,

s̄|dom(s0) = s̄|dom(s̄|dom(s0)) ∈ Tr.

Крiм того, виконується рiвнiсть

λ(s̄|dom(s0))(t) = λ(s̄|dom(s̄|dom(s0)))(t) = λ(s̄)(t)

для всiх елементiв

t ∈ dom(s̄|dom(s0)) = dom(λ(s̄|dom(s0)))

за лемою 4.2.3. Тодi виконується вiдношення

λ(s̄|dom(s0)) v λ(s̄).

Маємо рiвнiсть

λ(s̄)(t) = λ(s′2|[c,d1])(t) = λ(s
′
2)(t)

для всiх елементiв t ∈ [c, d1] за лемою 4.2.3, оскiльки s′2 ∈ Tr, [c, d1] ⊆ dom(s′2) i
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[c, d1] ∈ T. Також, λ(s0)=̇[c,d1]λ(s
′
2) за властивiстю 3, вказаною вище, тому

λ(s̄)(t) = λ(s′2)(t) = λ(s0)(t)

для всiх елементiв

t ∈ [c, d1] = dom(s̄) = dom(λ(s̄)).

Тодi λ(s̄) v λ(s0). Тодi оскiльки λ(s̄|dom(s0)) v λ(s̄) (як було показано вище), маємо

λ(s̄|dom(s0)) v λ(s0)

за транзитивнiстю вiдношення v.

Таким чином, було доведено, що s̄|dom(s0) ∈ Tr i λ(s̄|dom(s0)) v λ(s0). Тодi

оскiльки s∗|dom(s0) = s̄|dom(s0), маємо s∗|dom(s0) ∈ Tr i

λ(s∗|dom(s0)) v λ(s0).

Тепер доведемо, що s0, s∗ поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0) ∩

dom(s∗). Маємо рiвнiсть

s∗|dom(s0) = s̄|dom(s0) = s
′
2|[c,d1]∩dom(s0).

Тодi s∗|dom(s0) v s′2, тому виконується (s0(t), s∗(t)) = (s0(t), s′2(t)) для всiх елемен-

тiв t ∈ dom(s0) ∩ dom(s∗). Крiм того, виконується вiдношення

s∗|dom(s0) v s̄.

Тодi виконується

dom(s∗) ∩ dom(s0) = dom(s
∗|dom(s0)) ⊆ dom(s̄) = [c, d1].

Тодi оскiльки s0, s′2 поточково у вiдношеннi R на [c, d1] за властивiстю 4, вказаною

вище, то маємо

(s0(t), s
′
2(t)) ∈ R

для всiх елементiв t ∈ dom(s0) ∩ dom(s∗). Тодi виконується

(s0(t), s
∗(t)) = (s0(t), s

′
2(t)) ∈ R
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для всiх елементiв t ∈ dom(s0) ∩ dom(s∗). Тодi s0, s∗ поточково у вiдношеннi R на

множинi dom(s0) ∩ dom(s∗).

Отже, було доведено, що dom(s∗) ∈ T, s∗|dom(s0) ∈ Tr, λ(s
∗|dom(s0)) v λ(s0) i

s0, s
∗ поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0) ∩ dom(s∗). Тодi

s∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ). Тодi

s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Крiм того, як було показано вище, dom(s∗) = [c, d], c ∈ (a, b),

d = max{f+(c, b), d1} ≥ f+(c, b),

i має мiсце рiвнiсть s∗(c) = s∗(c).

Випадок 2: припустимо, що dom(s0) ∩ [b,+∞) = ∅.

Тодi dom(s0) ⊆ [0, b). Введемо позначення

c = (a+ b)/2.

Тодi c ∈ (a, b), оскiльки a < b. Введемо позначення

d = f+(c, b).

Тодi d = f+(c, b) > f+(b, b) = b, оскiльки функцiя f+|{(x,y)∈T×T | x≤y} є строго

спадною за першим аргументом. Як було показано вище, dom(ŝ∗) ⊆ [0, b). Тодi

dom(ŝ∗) ∩ [b, d] = ∅. Нехай ŝ∗ : dom(ŝ∗) ∪ [b, d]→ Q є функцiєю, такою, що

ŝ∗(t) =






ŝ∗(t), t ∈ dom(ŝ∗),

s∗(a), t ∈ [b, d].

Це визначення є коректним, оскiльки dom(ŝ∗) ∩ [b, d] = ∅.

Доведемо, що dom(ŝ∗) ∈ T. Оскiльки s∗ v ŝ∗, то dom(s∗) ⊆ dom(ŝ∗), звiдки

dom(ŝ∗) = dom(ŝ∗) ∪ [b, d] = dom(ŝ∗) ∪ dom(s∗) ∪ [b, d] =
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= dom(ŝ∗) ∪ [a, b) ∪ [b, d] = dom(ŝ∗) ∪ [a, d].

Слiд зауважити, що

a ∈ dom(s∗) ∩ [a, d] ⊆ dom(ŝ∗) ∩ [a, d].

Тодi dom(ŝ∗) ∩ [a, d] 6= ∅, а також dom(ŝ∗) ∈ T i [a, d] ∈ T, тому маємо

dom(ŝ∗) = dom(ŝ∗) ∪ [a, d] ∈ T.

Введемо позначення

s∗ = ŝ∗|[c,d].

Доведемо, що dom(s∗) = [c, d]. Оскiльки a < c < b < d, то маємо

dom(s∗) = dom(ŝ∗) ∩ [c, d] = (dom(ŝ∗) ∪ [b, d]) ∩ [c, d] =

= (dom(ŝ∗) ∩ [c, d]) ∪ ([b, d] ∩ [c, d]) =

= ((dom(s∗) ∪ (dom(ŝ∗)\dom(s∗))) ∩ [c, d]) ∪ [b, d] =

= ([a, b) ∩ [c, d]) ∪ ((dom(ŝ∗)\[a, b)) ∩ [c, d]) ∪ [b, d] =

= [c, b) ∪ [b, d] ∪ ((dom(ŝ∗)\[a, b)) ∩ [c, d]) =

= [c, d] ∪ ((dom(ŝ∗)\[a, b)) ∩ [c, d]) = [c, d].

Таким чином, dom(s∗) = [c, d]. Тодi dom(s∗) ∈ T, оскiльки c < b < d.

Доведемо, що виконується рiвнiсть

ŝ∗|dom(s0) = ŝ∗|dom(s0).

Оскiльки dom(s0) ⊆ [0, b) (за припущенням випадку 2), з визначення функцiї ŝ∗

випливає, що ŝ∗|dom(s0) v ŝ∗. Тодi виконується вiдношення

ŝ∗|dom(s0) v ŝ∗|dom(s0).

Крiм того, виконується рiвнiсть

dom(ŝ∗|dom(s0)) = dom(ŝ
∗) ∩ dom(s0) =
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= (dom(ŝ∗) ∪ [b, d]) ∩ dom(s0) = dom(ŝ∗) ∩ dom(s0) = dom(ŝ∗|dom(s0)).

Тодi виконується рiвнiсть

ŝ∗|dom(s0) = ŝ∗|dom(s0).

Доведемо, що

ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Як було показано вище, dom(ŝ∗) ∈ T. Маємо

ŝ∗|dom(s0) = ŝ∗|dom(s0) ∈ Tr,

оскiльки ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ). Також, виконується

λ(ŝ∗|dom(s0)) = λ(ŝ∗|dom(s0)) v λ(s0),

оскiльки ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ).

Доведемо, що s0, ŝ∗ поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0)∩dom(ŝ∗).

Оскiльки ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), то s0, ŝ∗ поточково у вiдношеннi R на множинi

dom(s0) ∩ dom(ŝ∗). Тодi з визначення функцiї ŝ∗ випливає, що

(s0(t), ŝ
∗(t)) = (s0(t), ŝ∗(t)) ∈ R

для всiх елементiв

t ∈ dom(s0) ∩ dom(ŝ∗) = dom(ŝ∗|dom(s0)) =

= dom(ŝ∗|dom(s0)) = dom(s0) ∩ dom(ŝ
∗).

Тодi s0, ŝ∗ поточково у вiдношеннi R на множинi dom(s0) ∩ dom(ŝ∗).

Отже, для функцiї ŝ∗ : T→̃Q було доведено такi факти: dom(ŝ∗) ∈ T,

ŝ∗|dom(s0) ∈ Tr, λ(ŝ
∗|dom(s0)) v λ(s0) i s0, ŝ∗ поточково у вiдношеннi R на множинi

dom(s0) ∩ dom(ŝ∗). Отже,

ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ)

за визначенням множини Tr0s0,R(Σ, λ).

Як було показано вище, виконується

dom(s∗) = [c, d] ∈ T.
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Оскiльки s∗ = ŝ∗|[c,d], то виконується вiдношення

s∗ v ŝ∗.

Тодi оскiльки ŝ∗ ∈ Tr0s0,R(Σ, λ), то маємо

s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ).

Крiм того, виконується рiвнiсть

s∗(c) = ŝ∗(c) = ŝ∗(c) = s∗(c),

оскiльки c ∈ (a, b) ⊂ dom(s∗) ⊆ dom(ŝ∗) i s∗ v ŝ∗. Таким чином, c ∈ (a, b),

d = f+(c, b), s∗ : [c, d]→ Q, s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i s∗(c) = s∗(c).

Отже, в обох випадках iснують елементи c, d ∈ T , такi, що c ∈ (a, b),

d ≥ f+(c, b) > b i iснує функцiя s∗ : [c, d] → Q, така, що s∗ ∈ Trs0,R(Σ, λ) i

s∗(c) = s∗(c). Тодi s∗ є виходом (англ. escape [69, 68]) з s∗ в Σs0,R(Σ, λ), таким, що

s∗ : [c, d]→ Q i d ≥ f+(c, b). Таким чином, s∗ є таким, що можна уникнути в сенсi

f+ (англ. f+-escapable [69, 68]).

Лема 4.2.16. Нехай R ⊆ Q × Q є локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Припустимо, що для кожного s0 ∈ Tr, Σs0,R(Σ, λ) є НПМС, що задовольняє умову

глобальної продовжуваностi (англ. global forward extensibility [69, 68]). Тодi R є

глобальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Доведення. Нехай (q1, q2) ∈ R, s1 ∈ Tr i q1
s1 . Тодi dom(s1) має найменший

елемент. Позначимо цей найменший елемент як t0. Тодi q1
s1 t0 . Оскiльки R є

локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ), то iснує траєкторiя s̃2 ∈ Tr, така, що

q2
s̃2 t0 , λ(s1)

.
=t0+ λ(s̃2) i s1, s̃2 поточково у вiдношеннi R у правому пiвоколi t0.

Тодi iснують елементи t∗1, t
∗
2 ∈ (t0,+∞), такi, що s1, s̃2 поточково у вiдношеннi R на

множинi [t0, t∗1] i λ(s1)=̇[t0,t∗2]λ(s̃2). Нехай t∗ = min{t∗1, t
∗
2} i s̄2 = s̃2|[t0,t∗]. Тодi t∗ > t0

i [t0, t∗] ⊆ [t0, t∗1] ⊆ dom(s̃2). Тодi оскiльки s̃2 ∈ Tr, то s̄2 ∈ Tr за властивiстю

замкненостi вiдносно власних обмежень НПМС Σ. Крiм того, оскiльки s̄2 v s̃2, то

λ(s̄2) v λ(s̃2). Тодi оскiльки [t0, t∗] ⊆ [t0, t∗2], λ(s1)=̇[t0,t∗2]λ(s̃2) i [t0, t∗] ⊆ dom(s̃2), то

виконується рiвнiсть

λ(s1)(t) = λ(s̃2)(t) = λ(s̃2|[t0,t∗])(t) = λ(s̄2)(t)
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для всiх елементiв t ∈ [t0, t∗] за лемою 4.2.3. Тодi λ(s1)=̇[t0,t∗]λ(s̄2).

Доведемо, що s̄2 ∈ Trs1,R(Σ, λ). Оскiльки

dom(s1) = dom(λ(s1)) ⊇ [t0, t
∗
2] ⊇ [t0, t

∗] = dom(s̃2) ∩ [t0, t
∗] = dom(s̄2),

то dom(s̄2) ∈ T i s̄2|dom(s1) = s̄2 ∈ Tr. Також, оскiльки λ(s1)=̇[t0,t∗]λ(s̄2), то

λ(s̄2|dom(s1)) = λ(s̄2) v λ(s1).

Також, s1, s̄2 поточково у вiдношеннi R на множинi [t0, t∗] = dom(s1) ∩ dom(s̄2),

оскiльки s1, s̃2 поточково у вiдношеннi R на [t0, t∗1]. Отже,

s̄2 ∈ Tr
0
s1,R
(Σ, λ) ⊆ Trs1,R(Σ, λ)

i dom(s̄2) = [t0, t∗].

За припущенням леми, Σs1,R(Σ, λ) є НПМС, що задовольняє умову глобаль-

ної продовжуваностi (англ. global forward extensibility [69, 68]). Тодi за даною умо-

вою iснує функцiя s′∗2 : [t0,+∞) → Q, така, що s′∗2 ∈ Trs1,R(Σ, λ) i s̄2 v s′∗2 . Тодi

за визначенням множини Trs1,R(Σ, λ) iснує функцiя s∗2 ∈ Tr0s1,R(Σ, λ), така, що

s′∗2 v s∗2. Нехай s2 = s∗2|dom(s1). Оскiльки t0 є найменшим елементом dom(s1) i

dom(s∗2) ⊇ dom(s′∗2 ) = [t0,+∞),

то dom(s1) ⊆ dom(s∗2). Тодi маємо рiвнiсть

dom(s2) = dom(s
∗
2) ∩ dom(s1) = dom(s1),

тому t0 є найменшим елементом множини dom(s2). Крiм того,

s2(t0) = s
∗
2(t0) = s

′∗
2 (t0) = s̄2(t0) = s̃2(t0) = q2,

тому q2
s2 . Оскiльки s∗2 ∈ Tr0s1,R(Σ, λ), то виконується s2 = s∗2|dom(s1) ∈ Tr,

λ(s2) = λ(s∗2|dom(s1)) v λ(s1) i s1, s∗2 поточково у вiдношеннi R на множинi

dom(s1) ∩ dom(s∗2), звiдки s1, s2 поточково у вiдношеннi R на dom(s1) ∩ dom(s2).

Тодi оскiльки dom(s1) = dom(s2), то s1, s2 поточково у вiдношеннi R. Крiм того,
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виконується рiвнiсть λ(s1) = λ(s2), оскiльки

dom(λ(s2)) = dom(s2) = dom(s1) = dom(λ(s1))

i λ(s2) v λ(s1). Таким чином, s2 ∈ Tr, q2
s2 , λ(s1) = λ(s2) i s1, s2 поточково у

вiдношеннi R.

Оскiльки q1, q2, s1 є довiльними, можемо зробити висновок, що R є глобаль-

ною часовою симуляцiєю на (Σ, λ) за означенням 4.2.4.

Лема 4.2.17. Нехай f+ є нормальною правою мiрою продовжуваностi, s0 ∈ Tr i R

є f+-часовою симуляцiєю на (Σ, λ). Тодi Σs0,R(Σ, λ) задовольняє умову глобальної

продовжуваностi (англ. global forward extensibility [69, 68]).

Доведення. Оскiльки R є f+-часовою симуляцiєю на (Σ, λ), то R є локальною

часовою симуляцiєю на (Σ, λ). Тодi Σs0,R(Σ, λ) є НПМС, що задовольняє умову

локальної продовжуваностi за лемою 4.2.14. Згiдно леми 4.2.15, кожний правий

тупиковий шлях у Σs0,R(Σ, λ) є таким, що можна уникнути у сенсi f+. З [69,

теорема 6], що також наведена у [68], випливає, що кожний правий тупиковий

шлях у Σs0,R(Σ, λ) є таким, що можна уникнути у сильному сенсi (англ. strongly

escapable [69, 68]). Тодi з [69, лема 14], що також наведена у [68], випливає, що

Σs0,R(Σ, λ) задовольняє умову глобальної продовжуваностi.

Лема 4.2.18. Нехай f+ є нормальною правою мiрою продовжуваностi, а вiдноше-

ння R ⊆ Q × Q є f+-часовою симуляцiєю на (Σ, λ). Тодi R є глобальною часовою

симуляцiєю на (Σ, λ).

Доведення. Згiдно леми 4.2.17, для кожної траєкторiї s0 ∈ Tr, Σs0,R(Σ, λ) є

НПМС, що задовольняє умову глобальної продовжуваностi (англ. global forward

extensibility [69, 68]). Оскiльки R є f+-часовою симуляцiєю на (Σ, λ), то R є

локальною часовою симуляцiєю на (Σ, λ). Тодi за лемою 4.2.16, R є глобальною

часовою симуляцiєю на (Σ, λ).

Тепер наведемо доведення теорем 4.2.1 i 4.2.2.

Доведення теореми 4.2.1 випливає безпосередньо з леми 4.2.5, леми 4.2.6 i

означення 4.2.6.

Доведення теореми 4.2.2 випливає безпосередньо з леми 4.2.18 i леми 4.2.7.
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4.3. Апроксимацiя множин досяжностi для абстрактних систем з непе-

рервним часом

4.3.1. Попереднi зауваження

У даному пiдроздiлi розглядається задача доведення того, що кожний елемент

у данiй множинi станiв досягається деякою траєкторiєю заданої недетермiнованої

абстрактної динамiчної системи з неперервним часом, що подана як НПМС, з

деякого початкового стану.

Для дiйсного числа t ≥ 0, t-множина досяжностi визначається як множина

станiв, якi досягають у моменти часу в промiжку [0, t] траєкторiї НПМС, що почи-

наються в момент часу 0. Множини досяжностi може бути складно дослiджувати

безпосередньо за визначенням, тому доцiльно розглянути верхнi i нижнi апрокси-

мацiї цих множин.

Один з пiдходiв до доведення того, що дана множина A є верхньою апро-

ксимацiєю t-множини досяжностi полягає у тому, щоб показати, що дана множина

включає iнварiантну множину (тобто множину станiв I , така, що кожна траєкто-

рiя, що починається у I завжди залишається у I), що включає множину початкових

станiв НПМС.

Розглянемо задачу доведення того, що задана множина A є нижньою апрокси-

мацiєю t-множини досяжностi НПМС. Нижче пропонується пiдхiд до вирiшення

цiєї задачi, заснований на пошуку надмножини S множини A з такою властивi-

стю, що кожна часткова траєкторiя системи, що знаходиться повнiстю у S, або

визначена у початковий момент часу, або може бути локально продовжена назад у

часi, або може бути локально модифiкована таким чином, щоб отримана траєкто-

рiя могла бути локально продовжена назад у часi. Така умова має вiдносно просте

логiчне формулювання i може бути поєднана з результатами про локальне iснува-

ння траєкторiй та методiв аналiзу їх локальної поведiнки (наприклад, пов’язаних

з лiнеаризацiєю). Бiльш детально, такий пiдхiд може бути корисним, що зробити

можливим застосування рiзних теорем про локальне iснування траєкторiй i методiв

аналiзу локальної поведiнки системи для доведення досяжностi. Вiн також може

бути корисним для формалiзацiї доведень, що стосуються досяжностi в динамi-

чних системах з неперервним часом у системах iнтерактивного доведення теорем.

4.3.2. Позначення i термiни

Як i в пiдроздiлi 4.1, будемо позначати як T множину невiд’ємних дiйсних

чисел i як T множину всiх промiжкiв в T , що мiстять бiльше нiж один елемент.
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Для будь-якої часткової функцiї f : A→̃B будемо використовувати позначен-

ня f(x) ↓, щоб вказати, що значення f на x є визначеним. Також, будемо викори-

стовувати позначення f(x) ↑, щоб вказати, що значення f не є визначеним на x.

Для часткових функцiй f, g будемо писати [69, 68] f v g, якщо графiк

функцiї f є пiдмножиною графiку g, i f @ g, якщо графiк функцiї f є власною

пiдмножиною графiку g.

Означення 4.3.1. Якщо I1, I2 ∈ T i s1 : I1 → Q, s2 : I2 → Q є (тотальними)

функцiями, то s2 називається зворотним продовженням s1, якщо s1 @ s2 i для

кожної пари (t1, t2) ∈ dom(s1)× (dom(s2)\dom(s1)) виконується t2 ≤ t1.

Означення 4.3.2. Для функцiї s1 : I1 → Q, де I1 ∈ T, τ -зворотним виходом з

s1 в момент часу d, де τ є невiд’ємним дiйсним числом, а d є немаксимальним

елементом множини dom(s1), називається (будь-яка) функцiя s2 : [c, d] → Q, така,

що c, d ∈ T , τ = d− c i s2(d) = s1(d).

Означення 4.3.3. Траєкторiя s ∈ Tr НПМС (T,Q, Tr) називається

1. початковою, якщо s(0) ↓ (тобто s є визначеною у момент часу 0);

2. S-значною, де S є множиною, якщо range(s) ⊆ S.

Означення 4.3.4. Нехай Σ = (T,Q, Tr) є НПМС i t0 ∈ (0,+∞). Тодi

1. t0-множиною досяжностi Σ називається множина

{q ∈ Q | ∃s ∈ Tr0 ∃t ∈ dom(s) ∩ [0, t0] q = s(t)},

де Tr0 є множиною всiх початкових траєкторiй Σ (тобто t0-множина дося-

жностi є множиною станiв, що досягаються у певний момент часу в промiж-

ку [0, t0] деякою початковою траєкторiєю);

2. нижньою апроксимацiєю t0-множини досяжностi НПМС Σ називається

(будь-яка) пiдмножина t0-множини досяжностi Σ;

3. t0-правою досяжною множиною Σ називається множина усiх q ∈ Q,

таких, що iснує траєкторiя s ∈ Tr, така, що dom(s) ⊆ [0, t0], dom(s) має

максимальний елемент (який позначимо як max dom(s)) i q = s(max dom(s))

(тобто множина станiв, що досягаються у правому кiнцi областi визначення

деякої траєкторiї, що є визначеною на пiдмножинi промiжку [0, t0], що має

максимальний елемент).
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Означення 4.3.5. НПМС Σ називається f -зворотно продовжуваною, де f : R+ →

R+ є функцiєю класу K (тобто неперервною, строго зростаючою функцiєю, такою,

що f(0) = 0), якщо для кожної траєкторiї s ∈ Tr принаймнi одна з таких трьох

умов виконується:

4.1) s є початковою траєкторiєю;

4.2) iснує траєкторiя s′ ∈ Tr, така, що s′ є зворотним продовженням s;

4.3) dom(s) не має мiнiмального елементу i iснує траєкторiя s′ ∈ Tr, елемент

t ∈ T , що є немаксимальним елементом множини dom(s), i дiйсне число

τ ≥ f(t− inf dom(s)),

такi, що s′ є τ -зворотним виходом з s в момент часу t.

Також, будемо називати пiд-НПМС у НПМС (T,Q, Tr) будь-яку НПМС

(T,Q′, T r′), таку, що Q ⊆ Q′ i Tr ⊆ Tr′.

4.3.3. Головний результат пiдроздiлу

Теорема 4.3.1. Нехай f : R+ → R+ є функцiєю класу K (тобто неперервною,

строго зростаючою функцiєю, такою, що f(0) = 0), Σ = (T,Q, Tr) є НПМС,

t0 ∈ (0,+∞), A ⊆ Q. Тодi множина A є нижньою апроксимацiєю t0-множини

досяжностi Σ тодi i тiльки тодi, коли A є пiдмножиною t0-правої досяжної

множини деякої f -зворотно продовжуваної пiд-НПМС у Σ.

Доведення. Будемо використовувати термiни з [69, 70, 72, 71, 68].

Припустимо, що A є пiдмножиною t0-правої досяжної множини деякої f -

зворотно продовжуваної пiд-НПМС Σ′ = (T,Q′, T r′) у Σ. Доведемо, що тодi A

є нижньою апроксимацiєю t0-множини досяжностi Σ. Iдея доведення полягає у

тому, щоб показати, що локально визначенi траєкторiї, що закiнчуються у множинi

A можуть бути продовженi у зворотному часi до початкового моменту часу за

допомогою мiри продовжуваностi [69, 68].

Визначимо часткову функцiю f− : R × R →̃ R таким чином: для будь-яких

a, b ∈ R, значення f−(a, b) визначене тодi i тiльки тодi, коли b ≤ a, i якщо b ≤ a, то

f−(a, b) = a−f(a−b). Тодi з [69, теорема 6], що також наведена у [68] (застосованої

до траєкторiй у зворотному часi) випливає, що кожний лiвий тупиковий шлях у Σ′

є таким, що можна уникнути у сильному сенсi.

Нехай q ∈ A. Тодi q = s(max dom(s)) для деякої траєкторiї s ∈ Tr′, такої, що

dom(s) ⊆ [0, t0]. Позначимо b = max dom(s). Тодi s ∈ Tr.
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Якщо s є початковою траєкторiєю або є пiдтраєкторiєю початкової траєкторiї

Σ′, то q досягається початковою траєкторiєю Σ у момент часу у промiжку [0, t0],

тому q належить t0-множинi досяжностi Σ.

Припустимо, що s не є пiдтраєкторiєю початкової траєкторiї Σ′. Припустимо,

що iснує траєкторiя Σ′, що є зворотним продовженням s. Тодi з властивостi

повноти НПМС випливає, що Tr′ мiстить максимальне (у сенсi вiдношення “бути

пiдтраєкторiєю” v) зворотне продовження s (серед зворотних продовжень s в Tr′).

Позначимо його як s′. Тодi s′ не може бути початковою траєкторiєю, оскiльки, в

iншому випадку, s була б пiдтраєкторiєю початкової траєкторiї Σ′. Також, s′ не

має зворотного продовження в Tr′. Оскiльки Σ′ є f -зворотно продовжуваною, то

dom(s′) не має мiнiмального елементу. Тодi dom(s′) = (a, b] для деякого елементу

a ∈ T , такого, що a < b. Тодi s′ є лiвим тупиковим шляхом i є таким, що можна

уникнути в сильному сенсi. Крiм того, q = s′(b) i b ≤ t0. З цього випливає, що

q досягається початковою траєкторiєю Σ у деякий момент часу з промiжку [0, t0],

тому q належить t0-множинi досяжностi Σ.

Припустимо, що не iснує траєкторiї Σ′, що є зворотним продовженням s.

Також, s не є початковою траєкторiєю. Оскiльки Σ′ є f -зворотно продовжуваною,

dom(s) не має мiнiмального елементу. Тодi s є лiвим тупиковим шляхом в Σ′ i є

таким, що можна уникнути в сильному сенсi. Крiм того, q = s(b) i b ≤ t0. З цього

випливає, що q досягається початковою траєкторiєю Σ у деякий момент часу з

[0, t0], тому q належить t0-множинi досяжностi Σ.

Тепер припустимо, що A є нижньою апроксимацiєю t0-множини досяжностi

Σ i доведемо, що A є пiдмножиною t0-правої досяжної множини деякої f -зворотно

продовжуваної пiд-НПМС у Σ. За даним припущенням, A є пiдмножиною t0-

множини досяжностi Σ. Нехай Tr0 є множиною початкових траєкторiй Σ, Tr′ =

{s′ : I → Q | I ∈ T ∧ ∃s ∈ Tr0 s
′ = s|I} i Σ′ = (T,Q, Tr′). Слiд зауважити,

що множина Tr′ є замкненою вiдносно власних обмежень, має недетермiновану

маркiвську властивiсть i є повною (у сенсi НПМС), тому Σ′ є НПМС. Крiм того, Σ′

є пiд-НПМС у Σ i є f -зворотно продовжуваною, оскiльки кожна траєкторiя, що не є

початковою в Σ′, має зворотне продовження в Tr′. Крiм того, для кожної початкової

траєкторiї s у Σ, s|[0,t0] є траєкторiєю з областю визначення, що належить [0, t0],

i за властивiстю замкненостi вiдносно власних обмежень, елементи областi її

значень досягаються у правих кiнцях траєкторiй Σ′, визначених на пiдмножинах

[0, t0], тому A є пiдмножиною t0-правої досяжної множини Σ′. Таким чином, A
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є пiдмножиною t0-правої досяжної множини Σ′, що є f -зворотно продовжуваною

пiд-НПМС у Σ.

Зауваження 4.3.1. Можливий спосiб отримання пiд-НПМС в НПМС Σ полягає у

звуженнi множини станiв Σ. Бiльш детально, якщо S ⊆ Q i TrS є множиною всiх

S-значних траєкторiй Σ, то ΣS = (T, S, TrS) є пiд-НПМС у Σ. З цього випливає,

що вищезгаданий пiдхiд до доведення того, що дана множина A є нижньою

апроксимацiєю t0-множини досяжностi НПМС може бути сформульований таким

чином: щоб довести, що A є нижньою апроксимацiєю, достатньо обрати функцiю

f класу K i вказати надмножину S множини A, таку, що A є пiдмножиною t0-

правої досяжної множини ΣS i ΣS є f -зворотно продовжуваною.

4.4. Узагальненi ефективнi схеми визначення

4.4.1. Попереднi зауваження

Одним з способiв застосування переписувальних систем є їх використання

як абстракцiй моделей обчислень [202]. Наприклад, елементи АПС можуть розгля-

датися як стани виконання або пари з даних та програм, а елементи вiдношення

редукцiї як можливi переходи мiж такими станами. У цьому випадку способи за-

дання АПС є тiсно пов’язаними з рiзними способами подання даних та програм

i вiдповiдними поняттями обчислюваностi. У даному пiдроздiлi буде розглянуто

узагальнення поняття обчислюваностi на алгебраїчних структурах, запропоноване

Г. Фрiдманом у роботах [38, 39].

У [38] було визначено поняття ефективної схеми визначення (EDS).

Напiвформально, схеми EDS є визначеннями функцiї за рекурсивно перелiчною

множиною випадкiв (при цьому, область визначення функцiї не обов’язково є

скiнченною або злiченною i такi визначення можуть стосуватись, наприклад, фун-

кцiй на дiйсних числах або iнших об’єктах, що утворюють незлiченну множину).

Бiльш детально, дане поняття може бути описано таким чином [39]. Розглянемо

деяку мову термiв i безкванторних формул L сигнатури зi скiнченною множиною

символiв вiдношень, констант, операцiй, що iнтерпретується у алгебраїчнiй

структурi M з деяким носiєм, вiдношеннями, константами, операцiями. Функцiя

f на носiї M є EDS визначною [38, 39], якщо iснує множина S формул вигляду

ϕi(v, v1, ..., vn)→ ti(v, v1, ..., vn), елементи якої утворенi з термiв ti(v, v1, ..., vn) з L

i базових напiвалгебраїчних умов (скiнченних кон’юнкцiй атомарних формул та

їх заперечень [39]) ϕi(v, v1, ..., vn) з L, де v, v1, ..., vn є iменами змiнних, така, що
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S є ефективною (рекурсивно перелiчною як множина рядкiв) i iснують елементи

a1, ..., an носiя M (параметри визначення), такi, що f визначається кон’юнкцiєю

усiх умов вигляду: f(x) = [ti](x, a1, ..., an), якщо [ϕi](x, a1, ..., an) є iстинним, для

кожної формули ϕi(v, v1, ..., vn) → ti(v, v1, ..., vn) з S, де [ti] та [ϕi] позначають

iнтерпретацiї ti, ϕi. Вiдомо [39, теорема 2], що у вiдповiднiй формалiзацiї, про-

грами у мовi зi змiнними, що приймають значення у M , присвоєнням, умовним

оператором i оператором переходу задають функцiї, що є EDS визначними.

Однак, вищезазначене поняття EDS визначної функцiї охоплює лише обчи-

слюванi функцiї з M (або Mn) у M (або Mm).

У даному пiдроздiлi буде запропоновано узагальнення поняття EDS визначної

функцiї на структурi M до поняття EDS визначної функцiї, що перетворює скла-

дноiменнi данi [189] над довiльною множиною базових значень, що є рiзновидом

номiнативних даних [150, 189, 113] , що узагальнюють множини пар iм’я-значення.

Бiльш детально, у [189] було надано визначення та порiвняння деяких ти-

пiв номiнативних даних. Номiнативнi данi кожного з розглянутих типiв утворю-

ють множину, параметризовану множинами базових iмен V i базових значень A.

Одним з таких типiв є складноiменнi данi (англ. complex-named data) [189, роз-

дiл 4]. Множина складноiменних даних над (довiльними) фiксованими множинами

базових iмен V та базових значень A позначається як NDV C(V,A) [189]. Її еле-

менти можуть розглядатись [189] як орiєнтованi дерева (англ. out-tree), дуги яких

розмiченi непорожнiми скiнченними послiдовностями елементiв V (непорожнiми

словами), а листовi вузли розмiченi елементами A ∪ {∅}, причому такi дерева за-

довольняють принцип однозначного асоцiативного iменування (англ. principle of

unambiguous associative naming) [189, роздiл 4]. У [189, означення 10] було ви-

значено алгебру функцiй i предикатiв на складноiменних даних (номiнативну ал-

горитмiчну алгебру), операцiї якої (композицiї) вiдповiдають таким конструкцiям

як послiдовне виконання, розгалуження, цикл, а виразнi функцiї в якiй можуть

розглядатись як обчислюванi функцiї. Нижче буде запропоноване визначення EDS

визначної функцiї [38, 39, 99] на NDV C(V,A).

4.4.2. Позначення i термiни

Для будь-яких часткових функцiй f, g позначення f(x) ∼= g(x) буде викори-

стовуватись для сильної рiвностi: f(x) ↓ тодi i тiльки тодi, коли g(x) ↓ i з f(x) ↓

випливає, що f(x) = g(x).

Також, будемо використовувати деякi позначення i термiни з [189, 150].
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Будемо позначати як F , T iстиннiснi значення False, True.

Нехай V i A є фiксованими множинами базових iмен i значень. Будемо

припускати, що T i F не належать A.

Будемо позначати [189]:

– PrCC(V,A) = NDV C(V,A) →̃ {T, F}, елементи PrCC(V,A) будуть назива-

тись (частковими номiнативними) предикатами [189];

– FnCC(V,A) = NDV C(V,A) →̃ NDV C(V,A), елементи FnCC(V,A) будуть

називатись (частковими бiномiнативними) функцiями [189].

Також, для n ∈ N будемо позначати:

– PrnCC(V,A) = (NDV C(V,A))
n →̃ {T, F};

– FnnCC(V,A) = (NDV C(V,A))
n →̃ NDV C(V,A).

Будемо позначати [189] як Ū множину всiх кортежiв (u1, u2, ..., un) для

всiх n ≥ 1, де ui, i = 1, 2, ..., n є скiнченними послiдовностями елементiв V

(словами з V +), такими, що для всiх i, j ∈ {1, 2, ..., n}, якщо i 6= j, то ui i uj є

непорiвнюваними у сенсi префiксного порядку.

Будемо позначати як u ⇒a унарну операцiю розiменування на NDV C(V,A)

з параметром u ∈ V +, визначену як у [189, роздiл 6], як ⇒ u унарну операцiю

iменування на NDV C(V,A) з параметром u ∈ V +, визначену як у [189, роздiл 6],

i як ∇ua бiнарну операцiю локального накладання з параметром u ∈ V +, визначену

як у [189, роздiл 6].

Також, будемо використовувати такi позначення вiдповiдно до [189]:

– • буде позначати послiдовну композицiю [150, 189] • : Fn(V,A) ×

Fn(V,A)→ Fn(V,A), де для всiх f, g ∈ Fn(V,A) i d ∈ NDV C(V,A):

(f • g)(d) ∼= g(f(d));

– ∙ буде позначати композицiю передбачення [150, 189] ∙ : Fn(V,A) ×

Pr(V,A) → Pr(V,A), де для всiх f ∈ Fn(V,A), p ∈ Pr(V,A), d ∈

NDV C(V,A) виконується

(f ∙ p)(d) ∼= p(f(d));

– Asgu буде позначати композицiю присвоєння [150, 189]: Asgu : Fn(V,A) →
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Fn(V,A) з параметром u ∈ V +, де для f ∈ Fn(V,A) i d ∈ NDV C(V,A),

(Asgu(f))(d) ∼= d∇uaf(d);

– Su1,u2,...,unF буде позначати композицiю суперпозицiї у функцiю [150, 189]

Su1,u2,...,unF : Fn(V,A) × (Fn(V,A))n → Fn(V,A) з параметрами n ≥ 1 i

u1, ..., un ∈ V +, такими, що (u1, ..., un) ∈ Ū , де

Su1,...,unF (f, f1, ..., fn)(d) ∼= f(...(d∇u1a f1(d))...∇
un
a fn(d))...);

якщо ū = (u1, u2, ..., un) ∈ Ū , то SūF буде позначати Su1,u2,...,unF ;

– Su1,...,unP буде позначати композицiю суперпозицiї у предикат [150, 189]

Su1,u2,...,unP : Pr(V,A) × (Fn(V,A))n → Pr(V,A) з параметрами n ≥ 1 i

u1, ..., un ∈ V +, такими, що (u1, ..., un) ∈ Ū , де

Su1,...,unP (p, f1, ..., fn)(d) ∼= p(...(d∇u1a f1(d))...∇
un
a fn(d))...);

якщо ū = (u1, u2, ..., un) ∈ Ū , то SūP буде позначати Su1,u2,...,unP ;

– IF буде позначати композицiю розгалуження [150, 189] IF : Pr(V,A) ×

Fn(V,A) × Fn(V,A) → Fn(V,A), де для p ∈ Pr(V,A), f, g ∈ Fn(V,A),

d ∈ NDV C(V,A) виконується

IF (p, f, g)(d) ∼= f(d), якщо p(d) ↓= T ,

IF (p, f, g)(d) ∼= g(d), якщо p(d) ↓= F ,

IF (p, f, g)(d) ↑ , якщо p(d) ↑;

– WH буде позначати композицiю циклу [150, 189] WH : Pr(V,A) ×

Fn(V,A) → Fn(V,A), де для p ∈ Pr(V,A), f ∈ Fn(V,A), d ∈ NDV C(V,A)

виконується:

WH(p, f)(d) ↓= f (n)(d), якщо iснує n ≥ 0, таке, що (f (i) ∙p)(d) ↓= T для всiх

i ∈ {0, 1, ..., n − 1} i (f (n) ∙ p)(d) ↓= F , де f (n)(d) ∼= f(...(f(d))...), де символ

f зустрiчається n разiв у пiдвиразi справа вiд ∼=, причому f (0)(d) ↓= d,

WH(p, f)(d) ↑ в iншому випадку;

– ¬ буде позначати композицiю заперечення [150, 189] ¬ : Pr(V,A) →

Pr(V,A), де для p ∈ Pr(V,A) i d ∈ NDV C(V,A: (¬p)(d) ↓= T , якщо

p(d) ↓= F ; (¬p)(d) ↓= F , якщо p(d) ↓= T ; (¬p)(d) ↑, якщо p(d) ↑;

– ∨ буде позначати композицiю диз’юнкцiї [150, 189] ∨ : Pr(V,A) ×
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Pr(V,A)→ Pr(V,A), де для кожних p1, p2 ∈ Pr(V,A) i d ∈ NDV C(V,A),

(p1 ∨ p2)(d) = T , якщо p1(d) ↓= T або p2(d) ↓= T ,

(p1 ∨ p2)(d) = F , якщо p1(d) ↓= F i p2(d) ↓= F ,

(p1 ∨ p2)(d) ↑ в iншому випадку;

– Id буде позначати тотожну композицiю [189] Id : Fn(V,A) → Fn(V,A), де

Id(f) = f для всiх f ∈ Fn(V,A);

– True буде позначати нуль-арну композицiю – всюди iстинний предикат [189]

True ∈ Pr(V,A), де True(d) ↓= T для всiх d ∈ NDV C(V,A);

– ⊥F буде позначати нуль-арну композицiю – нiде не визначену функцiю [189]

⊥F ∈ Fn(V,A), де ⊥F (d) ↑ для всiх d ∈ NDV C(V,A);

– ⊥P буде позначати нуль-арну композицiю – нiде не визначений предикат [189]

⊥P ∈ Pr(V,A), де ⊥P (d) ↑ для всiх d ∈ NDV C(V,A);

– u! буде позначати нуль-арну композицiю – предикат перевiрки iменi [150,

189] з параметром u ∈ V +, де u!(d) = T , якщо u ⇒a (d) ↓ i u!(d) = F , якщо

u⇒a (d) ↑;

– Empty буде позначати нуль-арну композицiю – порожню константу [189], де

Empty(d) = ∅ для всiх d ∈ NDV C(V,A).

– IsEmpty буде позначати нуль-арну композицiю – предикат перевiрки на

порожнiсть [189], де для кожного d ∈ NDV C(V,A), IsEmpty(d) ↓= T , якщо

d = ∅ i IsEmpty(d) ↓= F , якщо d 6= ∅.

Будемо називати номiнативною алгоритмiчною алгеброю (НАА) таку 2-

сортну алгебру [189, означення 10]:

NGAaCC(V,A) = (PrCC(V,A), FnCC(V,A); •, IF,WH, ∙, (Asgu)u∈V +,

(SūF )ū∈Ū , (S
ū
P )ū∈Ū ,∨,¬, Id, True,⊥F ,⊥P , (u!)u∈V +, Empty, IsEmpty).

Будемо також розглядати розширення НАА, отриманi додаванням символiв

констант, що позначають фiксованi предикати з PrCC(V,A) та/або функцiї з

FnCC(V,A) до її сигнатури.

Нехай k, l ∈ N ∪ {0}, p1, p2, ..., pk ∈ PrCC(V,A) i f1, f2, ..., fl ∈ FnCC(V,A).

Будемо називати розширеною номiнативною алгоритмiчною алгеброю

(РНАА) з константами-предикатами p1, ..., pk i константами-функцiями f1, ..., fl
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таку 2-сортну алгебру

NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ...fl) =

(PrCC(V,A), FnCC(V,A); •, IF,WH, ∙, (Asgu)u∈V +,

(SūF )ū∈Ū , (S
ū
P )ū∈Ū ,∨,¬, Id, True,⊥F ,⊥P , (u!)u∈V +, Empty, IsEmpty,

p1, p2, ..., pk, f1, f2, ...fl).

Також, будемо позначати як −CC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) таку алгебраїчну структу-

ру [99] (на даних з NDV C(V,A)):

NDASCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) = (NDV C(V,A); ∅, (u⇒a)u∈V +, (⇒ u)u∈V +,

(∇ua)u∈V +, (u!)u∈V +, IsEmpty, p1, ..., pk, f1, ..., fl),

де ∅ позначає константу – порожнiй елемент NDV C(V,A).

Для будь-якого транзитивного бiнарного вiдношення 6 на NDV C(V,A) i

n ∈ N будемо позначати [99]:

– PrMCC(V,A,6) є множиною всiх p ∈ PrCC(V,A), таких, що для всiх

d1, d2 ∈ NDV C(V,A), якщо p(d1) ↓ i d1 6 d2, то p(d2) ↓= p(d1); елементи

PrMCC(V,A,6) будуть називатись 6 -еквiтонними предикатами [99];

– FnICC(V,A,6) є множиною всiх f ∈ FnCC(V,A), таких, що для кожного

d ∈ NDV C(V,A), якщо f(d) ↓ , то d 6 f(d); елементи FnICC(V,A,6) будуть

називатись 6-зростаючими функцiями [99];

– FnMCC(V,A,6) є множиною всiх f ∈ FnCC(V,A), таких, що для кожних

d1, d2 ∈ NDV C(V,A), якщо f(d1) ↓ i d1 6 d2, то f(d2) ↓ i f(d1) 6 f(d2);

елементи FnMCC(V,A,6) будуть називатись 6-монотонними функцiями

[99];

– PrMn
CC(V,A,6) є множиною всiх p ∈ PrnCC(V,A), таких, що для всiх

d1, d2, ..., dn, d
′
1, d
′
2, ..., d

′
n ∈ NDV C(V,A), якщо p(d1, d2, ..., dn) ↓ i d1 6

d′1, d2 6 d′2, ..., dn 6 d′n, то p(d′1, d
′
2, ..., d

′
n) ↓= p(d1, d2, ..., dn); елементи

FnMn
CC(V,A,6) будуть називатись 6-еквiтонними n-арними предикатами

[99];

– FnInCC(V,A,6) є множиною всiх f ∈ FnnCC(V,A), таких, що для кожних

d1, d2, ..., dn ∈ NDV C(V,A), якщо f(d1, d2, ..., dn) ↓ , то di 6 f(d1, d2, ..., dn)
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для кожного i = 1, 2, ..., n; елементи множини FnMCC(V,A,6) будуть

називатись 6-зростаючими n-арними функцiями [99];

– FnMn
CC(V,A,6) є множиною всiх f ∈ FnnCC(V,A), таких, що для кожних

d1, d2, ..., dn, d
′
1, d
′
2, ..., d

′
n ∈ NDV C(V,A), якщо f(d1, d2, ..., dn) ↓ i d1 6 d′1,

d2 6 d′2, ..., dn 6 d′n, то f(d′1, d
′
2, ..., d

′
n) ↓ i f(d1, d2, ..., dn) 6 f(d′1, d

′
2, ..., d

′
n);

елементи множини FnMn
CC(V,A,6) будуть називатись 6-монотонними n-

арними функцiями [99].

4.4.3. Головнi результати пiдроздiлу

Нехай V = {v1, v2, ..., vm} є фiксованою скiнченною множиною базових iмен,

де vi 6= vj для i 6= j, а A є фiксованою множиною базових значень.

Нехай p1, ..., pk ∈ PrCC(V,A), f1, ..., fl ∈ FnCC(V,A) є фiксовани-

ми скiнченними послiдовностями предикатiв i функцiй. Якщо x1, ..., xn є

iменами змiнних, позначимо як Tx1,x2,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) множину

всiх термiв у NDASCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) зi змiнними x1, ..., xn, i як

Φx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) множину всiх базових напiвалгебраїчних умов,

тобто формул, що мають вигляд скiнченної кон’юнкцiї атомарних формул у

NDASCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) або їх заперечень (слiд зауважити, що рiвнiсть

не допускається).

Для кожного терму t в Tx1,x2,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) або формули ϕ в

Φx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl), позначимо як [t] i [ϕ] їх iнтерпретацiї (вiдповiдну

часткову функцiю i предикат на кортежах елементiв NDV C(V,A)).

Означення 4.4.1. Функцiя f ∈ FnCC(V,A) є EDS визначною вiдносно p1, ..., pk i

f1, ..., fl, якщо iснує натуральне число n, елементи d1, d2, ..., dn ∈ NDV C(V,A) i

скiнченна або злiченна множина S вигляду

{(ϕi(x, x1, x2, ..., xn), ti(x, x1, ..., xn)) | i ∈ I}

де I є множиною iндексiв I = N або I = {1, 2, ..., K} для деякого натураль-

ного числа K, ϕi(x, x1, ..., xn) ∈ Φx,x1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl), ti(x, x1, ..., xn) ∈

Tx,x1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) i x, x1, ..., xn є рiзними iменами змiнних, такими, що

1) множина всiх рядкiв вигляду ϕ(x, x1, ..., xn) → t(x, x1, ..., xn) для

(ϕ(x, x1, ..., xn), t(x, x1, ..., xn)) ∈ S в алфавiтi {v1, v2, ..., vm, ,, (, ), x, x1, ..., xn, ∅,⇒

, a, !, IsEmpty,¬,∧, p1, ..., pk, f1, ..., fl} є рекурсивно перелiчною (припускається,

що символи з верхнiми та нижнiми iндексами ∇va у термах подаються як ∇av);
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2) для кожного d ∈ NDV C(V,A) i i ∈ I , якщо [ϕi](d, d1, ..., dn) ↓= T , то

f(d) ∼= [ti](d, d1, ..., dn);

3) для кожного d ∈ NDV C(V,A), якщо [ϕi](d, d1, ..., dn) ↑ для всiх i ∈ I , то

f(d) ↑.

Означення 4.4.2. Предикат p ∈ PrCC(V,A) є EDS визначним вiдносно p1, ..., pk i

f1, ..., fl, якщо iснує натуральне число n, елементи d1, d2, ..., dn ∈ NDV C(V,A) i

скiнченна або злiченна множина S вигляду

{(ϕi(x, x1, x2, ..., xn), bi) | i ∈ I}

де I є множиною iндексiв I = N або I = {1, 2, ..., K} для натурального числа K,

ϕi(x, x1, ..., xn) ∈ Φx,x1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl), bi ∈ {T, F} i x, x1, ..., xn є рiзними

iменами змiнних, такими, що

1) множина всiх рядкiв вигляду ϕ(x, x1, ..., xn) → b для

(ϕ(x, x1, ..., xn), b) ∈ S в алфавiтi {v1, v2, ..., vm, ,, (, ), x, x1, ..., xn, ∅,⇒

, a, !, IsEmpty,¬,∧, p1, ..., pk, f1, ..., fl} є рекурсивно перелiчною (припускає-

ться, що символи з верхнiми iндексами ∇va у термах подаються як ∇av);

2) для кожного d ∈ NDV C(V,A) i i ∈ I , якщо [ϕi](d, d1, ..., dn) ↓= T , то

p(d) ↓= bi;

3) для кожного d ∈ NDV C(V,A), якщо [ϕi](d, d1, ..., dn) ↑ для всiх i ∈ I , то

p(d) ↑.

Введемо такi позначення.

– PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) є множиною всiх предикатiв у PrCC(V,A),

що є EDS визначними вiдносно p1, ..., pk i f1, ..., fl.

– FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) є множиною всiх функцiй у FnCC(V,A),

що є EDS визначними вiдносно p1, ..., pk i f1, ..., fl.

З наведеного нижче твердження випливає, що унарнi функцiї, виразнi у

РНАА з константами-предикатами p1, ..., pk i константами-функцiями f1, ..., fl є

EDS визначними вiдносно p1, ..., pk i f1, ..., fl.

Твердження 4.4.1. Множини PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) та

FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) є носiями пiдалгебри алгебри

NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl).
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Доведення. Безпосередньо з визначень випливає, що всi нуль-арнi композицiї

алгебри NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) є EDS визначними за означенням 4.4.1

i означенням 4.4.2.

Унарнi та бiнарнi композицiї алгебри

NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl)

зберiгають властивiсть “бути EDS визначною функцiєю (предикатом)”, аналогiчно

до результату [39]. З цього випливає твердження теореми.

Лема 4.4.1. Нехай 6 є транзитивним бiнарним вiдношенням на NDV C(V,A).

Припустимо, що f1, f2, ...., fl ∈ FnICC(V,A,6), ⇒ u, u ⇒a ∈ FnICC(V,A,6) для

кожного u ∈ V + i ∇ua ∈ FnI
2
CC(V,A,6) для кожного u ∈ V +.

Тодi для кожного n ∈ N, рiзних iмен змiнних x1, ..., xn i терму t(x1, ..., xn) ∈

Tx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) виконується [t] ∈ FnInCC(V,A,6).

Доведення. Твердження леми випливає безпосередньо iз застосування iндукцiї

за структурою терму t(x1, ..., xn) алгебраїчної структури номiнативних даних

NDASCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) (слiд зауважити, що база iндукцiї випливає з

припущень).

Лема 4.4.2. Нехай 6 є транзитивним бiнарним вiдношенням NDV C(V,A).

Припустимо, що f1, f2, ...., fl ∈ FnICC(V,A,6), ⇒ u, u ⇒a ∈ FnICC(V,A,6) для

кожного u ∈ V + i ∇ua ∈ FnI2CC(V,A,6) для кожного u ∈ V +. Припустимо,

що p1, p2, ..., pk, IsEmpty ∈ PrMCC(V,A,6) i u! ∈ PrMCC(V,A,6) для кожного

u ∈ V +. Тодi для кожного n ∈ N, рiзних iмен змiнних x1, ..., xn, терму t(x1, ..., xn) ∈

Tx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) i формули ϕ(x1, ..., xn) ∈ Φx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl)

виконується [t] ∈ FnInCC(V,A,6) i [ϕ] ∈ PrMn
CC(V,A,6).

Доведення. Твердження леми випливає безпосередньо iз застосування iндукцiї

за структурою терму t(x1, ..., xn) i формули ϕ(x1, ..., xn) алгебраїчної структури

номiнативних даних NDASCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) (слiд зауважити, що база

iндукцiї випливає з припущень).

Лема 4.4.3. Нехай 6 є передпорядком на NDV C(V,A).

Припустимо, що f1, f2, ...., fl ∈ FnMCC(V,A,6), ⇒ u, u ⇒a ∈

FnMCC(V,A,6) для кожного u ∈ V + i ∇ua ∈ FnM 2
CC(V,A,6) для ко-

жного u ∈ V +. Припустимо, що p1, p2, ..., pk, IsEmpty ∈ PrMCC(V,A,6) i
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u! ∈ PrMCC(V,A,6) для кожного u ∈ V +. Тодi для кожного n ∈ N, рiзних iмен

змiнних x1, ..., xn, терму t(x1, ..., xn) ∈ Tx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) i формули

ϕ(x1, ..., xn) ∈ Φx1,...,xn(V ; p1, ..., pk; f1, ..., fl) виконується [t] ∈ FnMn
CC(V,A,6) i

[ϕ] ∈ PrMn
CC(V,A,6).

Доведення. Твердження леми випливає безпосередньо iз застосування iндукцiї

за структурою терму t(x1, ..., xn) i формули ϕ(x1, ..., xn) алгебраїчної структури

номiнативних даних NDASCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl).

Теорема 4.4.1.

1. Якщо 6 є транзитивним вiдношенням на NDV C(V,A) i умови леми 4.4.1

виконуються, то

FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ FnICC(V,A,6).

2. Якщо 6 є транзитивним вiдношенням на NDV C(V,A) i умови леми 4.4.2

виконуються, то

PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ PrMCC(V,A,6)

FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ FnICC(V,A,6).

3. Якщо 6 є передпорядком на NDV C(V,A) i умови леми 4.4.3 виконуються,

то

PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ PrMCC(V,A,6)

FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ FnMCC(V,A,6).

Доведення.

1. Доведемо, що FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ FnICC(V,A,6). Нехай f ∈

FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl), d ∈ NDV C(V,A) i f(d) ↓. Тодi, використовую-

чи позначення означення 4.4.1, iснує iндекс i, такий, що [ϕi](d, d1, ..., dn) ↓= T

i [ti](d, d1, ..., dn) ↓= f(d). За лемою 4.4.2 [ti] ∈ FnIn+1CC (V,A,6), тому d 6

[ti](d, d1, ..., dn) = f(d). Оскiльки d є довiльним, маємо f ∈ FnICC(V,A,6).

2. Доведемо, що PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ PrMCC(V,A,6). Нехай

p ∈ PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl), d′, d′′ ∈ NDV C(V,A) i d′ 6 d′′. Припустимо,

що p(d′) ↓. Тодi, використовуючи позначення означення 4.4.2, iснує iндекс i, такий,

що p(d′) = bi i [ϕi](d′, d1, ..., dn) ↓= T . За лемою 4.4.2 [ϕi] ∈ PrMn+1
CC (V,A,6), тому
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[ϕi](d
′′, d1, ..., dn) ↓= T . Тодi p(d′′) ↓= bi = p(d′). Оскiльки d є довiльним, маємо

p ∈ PrMCC(V,A,6).

Також, аналогiчно до випадку 1 вище, маємо

FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ FnICC(V,A,6).

3. Доведемо, що PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ PrMCC(V,A,6).

Нехай p ∈ PrEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl), d′, d′′ ∈ NDV C(V,A) i d′ 6 d′′.

Припустимо, що p(d′) ↓. Тодi, використовуючи позначення означення 4.4.2, iснує

iндекс i, такий, що p(d′) = bi i [ϕi](d′, d1, ..., dn) ↓= T . За лемою 4.4.3 [ϕi] ∈

PrMn+1
CC (V,A,6), тому [ϕi](d′′, d1, ..., dn) ↓= T . Тодi p(d′′) ↓= bi = p(d′). Оскiльки

d є довiльним, маємо p ∈ PrMCC(V,A,6).

Доведемо, що FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) ⊆ FnMCC(V,A,6).

Нехай f ∈ FnEdsCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl), d, d′ ∈ NDV C(V,A), d 6 d′

i f(d) ↓. Тодi, використовуючи позначення означення 4.4.1, iснує iндекс i,

такий, що [ϕi](d, d1, ..., dn) ↓= T i [ti](d, d1, ..., dn) ↓= f(d). За лемою 4.4.3,

[ti] ∈ FnMn+1
CC (V,A,6) i [ϕi] ∈ PrMn+1

CC (V,A,6), тому [ti](d′, d1, ..., dn) ↓ i

f(d) = [ti](d, d1, ..., dn) 6 [ti](d′, d1, ..., dn). Крiм того, [ϕi](d′, d1, ..., dn) ↓= T ,

тому f(d′) ↓= [ti](d′, d1, ..., dn) i f(d) 6 f(d′). Оскiльки d є довiльним, маємо

f ∈ FnMCC(V,A,6).

Наслiдок 4.4.1. За умови виконання припущень леми 4.4.1 або леми 4.4.2, всi

унарнi функцiї, що є виразними у NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) належать

FnICC(V,A,6).

Доведення. Випливає безпосередньо з твердження 4.4.1 i теореми 4.4.1.

Наслiдок 4.4.2. За умови виконання припущень леми 4.4.3, всi унарнi функцiї, що є

виразними у NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) належать FnMCC(V,A,6).

Доведення. Випливає безпосередньо з твердження 4.4.1 i теореми 4.4.1.

Зауваження 4.4.1. З наслiдку 4.4.1 випливає, що для того, щоб показати, що фун-

кцiя f , виразна у NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) має властивiсть (d, f(d)) ∈ 6

(пара з вхiдних i вихiдних даних f належить транзитивному вiдношенню 6), до-

статньо перевiрити властивостi базових операцiй на номiнативних даних, що сфор-

мульованi у лемi 4.4.1. При цьому не є необхiдним доведення збереження цiєї
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властивостi композицiями NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl), оскiльки це збережен-

ня випливає з того, що всi функцiї, виразнi у NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) є

EDS визначними.

Зауваження 4.4.2. Результати, подiбнi до наслiдкiв з теореми 4.4.1 можуть бути

сформульованi не тiльки для РНАА, а i для редукта НАА, тобто алгебри, отриманої

з НАА шляхом вилучення деяких операцiй i предикатiв:

1) якщо всi константи-функцiї редукта РНАА є 6-зростаючими, то всi унарнi

функцiї, виразнi у цьому редуктi є 6-зростаючими;

2) якщо в редуктi РНАА всi константи-функцiї є 6-монотонними i всi

константи-предикати є 6-еквiтонними, то всi унарнi функцiї, що є виразними у

цьому редуктi є 6-монотонними.

З наслiдку 4.4.2 випливає, що для того, щоб показати, що функцiя, виразна у

NGAaCC(V,A; p1, ..., pk; f1, ..., fl) є монотонною вiдносно деякого передпорядку на

даних, достатньо перевiрити властивостi базових операцiй на номiнативних даних,

що сформульованi у лемi 4.4.3.

4.5. Виразнiсть в алгебрi предикатiв з предикатним доповненням

4.5.1. Попереднi зауваження

Переписувальнi системи можуть бути використанi як абстракцiї моделей

мiркувань i логiчного виводу [108]. При цьому, на синтаксичному рiвнi елементами

переписувальних систем можуть бути терми, формули або пов’язанi конструкцiї, а

на семантичному рiвнi – функцiї i предикати. В останньому випадку є важливим

дослiдження композицiй предикатiв, що можуть бути корисними для застосування

у правилах переписування i розгляд пов’язаного питання виразностi предикатiв у

термiнах обраних композицiй.

У цьому пiдроздiлi розглядається питання про виразнiсть часткових преди-

катiв в алгебрi часткових предикатiв з композицiями дизю’нкцiї, кон’юнкцiї, за-

перечення, визначеними вiдповiдно до принципiв сильної тризначної логiки Клiнi

[105], розширенiй композицiєю предикатного доповнення [95], i отримано критерiї

такої виразностi (теореми 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3).

4.5.2. Позначення i термiни

Нижче n буде позначати невiд’ємне цiле число.

Будемо використовувати позначення f : A→̃B для часткових функцiй, а

позначення f : A→ B для тотальних функцiй.
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Будемо використовувати позначення x 7→ e(x), де e є деяким виразом, для

функцiї, яка для кожного x приймає значення, визначене виразом e(x).

Як i пiдроздiлi 4.1 для будь-якої часткової функцiї f : A→̃B будемо викори-

стовувати позначення:

– f(x) ↓ – f є визначеною на x;

– f(x) ↓= y – f є визначеною на x i f(x) = y;

– f(x) ↑ – f не є визначеною на x.

Будемо позначати як f1(x1) ∼= f2(x2) сильну рiвнiсть: f1(x1) ↓ тодi i тiльки

тодi, коли f2(x2) ↓ , i якщо f1(x1) ↓ , то f1(x1) = f2(x2).

Символи F , T будуть позначати хибне i iстинне значення предикатiв. Будемо

вважати, що Bool = {F, T}. Символ ⊥ буде позначати нiде не визначений

частковий предикат.

Залежно вiд контексту, | ∙ | буде позначати або потужнiсть множини, або

абсолютне значення (цiлого) числа.

Будемо використовувати символ ◦ для позначення функцiональної компози-

цiї: (f ◦ g)(x) ∼= f(g(x)).

Нехай D є непорожньою множиною, n ≥ 1 i P1, ..., Pn є частковими

предикатами на D.

Будемо називати алгеброю часткових предикатiв на D з предикатним допов-

ненням i константами P1, ..., Pn таку алгебру [95]:

APrP1,...,Pn(D) = (D→̃ {T, F};∨,∧,¬,∼, P1, P2, ..., Pn),

де

1. ∨,∧,¬ є операцiями диз’юнкцiї, кон’юнкцiї i заперечення на часткових

предикатах, що визначенi вiдповiдно до принципiв сильної тризначної логiки

Клiнi [105]:

(P ∨Q)(d) =






T, якщо P (d) ↓= T або Q(d) ↓= T ;

F, якщо P (d) ↓= F i Q(d) ↓= F ;

не визначено, в iнших випадках.
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(P ∧Q)(d) =






T, якщо P (d) ↓= T i Q(d) ↓= T ;

F, якщо P (d) ↓= F i Q(d) ↓= F ;

не визначено, в iнших випадках.

(¬P )(d) =






T, якщо P (d) ↓= F ;

F, якщо P (d) ↓= T ;

не визначено, в iншому випадку.

2. ∼ є унарною операцiєю предикатного доповнення [95]:

(∼ P )(d) =






T, якщо P (d) ↑;

не визначено, якщо P (d) ↓ .

Нехай V , W є непорожнiми множинами, n ≥ 1 i Q1, ..., Qn є частковими

предикатами на множинi V →̃W (що є множиною всiх часткових функцiй на V ,

що приймають значення у W ). Елементи V будуть розглядатись як iмена змiнних,

елементи W будуть розглядатись як значення, елементи V →̃W будуть розглядатись

як частковi призначення значень змiнним.

Будемо позначати QPrVW = (V →̃W ) →̃ {T, F}. Елементи множини QPrVW
будуть називатись частковими квазiарними предикатами [150, 95] над V i W . Для

фiксованої скiнченної множини V , де |V | = n, такi елементи можуть розглядатись

як продовження часткових n-арних предикатiв на W на випадки, коли деякi аргу-

менти не є визначеними, з можливiстю приймати визначене (iстинне або хибне)

значення у таких випадках, наприклад, якщо Q ∈ QPrVW , то Q(d) може приймати

iстинне значення, коли d є нiде не визначеним на V (порожнє призначення значень

змiнним).

Будемо називати композицiєю екзистенцiальної квантифiкацiї [150, 95] ∃v (з

параметром v ∈ V ) унарну операцiю на QPrVW , таку, що для кожного Q ∈ QPrVW
виконується [150, 95]:

(∃v(Q))(d) =






T, якщо Q(d∇va) ↓= T для деякого a ∈ W ;

F, якщо Q(d∇va) ↓= F для всiх a ∈ W ;

не визначено, в iнших випадках,
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де d∇va (локальне накладання) [150, 189, 95] позначає елемент множини V →̃W з

таким графiком:

{(v, a)} ∪ {((v′, d(v′)) | v′ ∈ V \{v}, d(v′) ↓}.

Слiд зауважити, що якщо обмежитись тотальними предикатами i тотальними

призначеннями значень змiнним над фiксованою скiнченною V , то ∃v буде мати

звичайний сенс квантора iснування.

Будемо називати композицiєю унiверсальної квантифiкацiї [150, 95] ∀v (з

параметром v ∈ V ) унарну операцiю на QPrVW , таку, що для кожного Q ∈ QPrVW
виконується [150, 95]:

(∀v(Q))(d) =






T, якщо Q(d∇va) ↓= T для всiх a ∈ W ;

F, якщо Q(d∇va) ↓= F для деякого a ∈ W ;

не визначено, в iнших випадках.

Будемо називати композицiєю реномiнацiї [150, 95] (перейменуванням змiн-

них) Rūv̄ з параметрами ū = (u1, ..., un) ∈ V n i v̄ = (v1, ..., vn) ∈ V n (де n ≥ 1), де

u1, u2, ..., un є попарно рiзними, унарну операцiю на QPrVW , таку, що для кожних

Q ∈ QPrVW i d ∈ VW виконується [150, 95]:

Rūv̄(Q)(d)
∼= Q(rūv̄ (d)),

де rūv̄ (d) = d ◦ rn
ū
v̄ , а rnūv̄ : V → V позначає функцiю з таким графiком:

{(u1, v1), ..., (un, vn)} ∪ {(u, u) | u ∈ V \{u1, ..., un}}.

Будемо називати алгеброю часткових предикатiв першого порядку над мно-

жиною iмен V i значень W з предикатним доповненням i константами Q1, ..., Qn

таку алгебру [95]:

AQPrQ1,...,Qn(V,W ) =

= (QPrVW ;∨,∧,¬,∼, (R
ū
v̄)n′≥1,ū∈V n′6= ,v̄∈V n

′ , (∃v)v∈V , (∀v)v∈V , Q1, ..., Qn),

де ∨,∧,¬,∼ визначенi як вище для D = V →̃W , а V n
′

6= – це множина кортежiв
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(v1, ..., vn′) ∈ V n
′
, таких, що vi 6= vj для всiх i, j ∈ {1, 2, ..., n′}, таких, що i 6= j.

Будемо називати реномiнативною алгеброю часткових предикатiв з предика-

тним доповненням i константами Q1, ..., Qn таку алгебру [95]:

ARPrQ1,...,Qn(V,W ) = (QPr
V
W ;∨,∧,¬,∼, (R

ū
v̄)n′≥1,ū∈V n′6= ,v̄∈V n

′ , Q1, ..., Qn).

Будемо казати, що iм’я змiнної v ∈ V є несуттєвим [150, 95] для квазiарного

предиката Q : (V →̃W ) →̃ Bool, якщо Q(d|V \{v}) ∼= Q(d) для всiх d ∈ V →̃W .

Позначимо X = {−1, 0, 1}. Також, позначимо як F (n) множину всiх функцiй

f : Xn → X . Елементи F (n) будуть використовуватись для подання функцiй

тризначної логiки, де 1 вiдповiдає iстинному значенню, −1 вiдповiдає хибному

значенню, а 0 вiдповiдає промiжному iстиннiсному значенню.

Позначимо F =
⋃
n≥0 F

(n).

Будемо позначати як x̄ = (x1, x2, ..., xn) кортеж елементiв X (xi ∈ X).

Будемо розглядати Xn як метричний простiр з вiдстанню супремуму [177]:

ρn((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
n
max
i=1
|xi − yi|.

Будемо казати, що функцiя f ∈ F (n) коротка, якщо вона є коротким вiдобра-

женням: для всiх x̄, ȳ виконується

|f(x̄)− f(ȳ)| ≤ ρn(x̄, ȳ).

Будемо позначати як M (n) множину всiх коротких функцiй в F (n).

Для будь-якої множини D i часткового предиката P : D→̃{T, F} будемо

позначати як Φ(P ) функцiю з D в X , таку, що для всiх d ∈ D:

Φ(P )(d) =






1, P (d) ↓= T,

0, P (d) ↑,

−1, P (d) ↓= F.

Слiд зауважити, що Φ є бiєкцiєю мiж D→̃{T, F} i D → X .

4.5.3. Головнi результати пiдроздiлу

Нехай D є фiксованою непорожньою множиною, P0, P1, ..., Pn : D→̃{T, F} є

частковими предикатами i pi = Φ(Pi) для i = 0, 1, 2, ..., n.
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Позначимо ||f || =
∑
x̄∈Xn |f(x̄)| для будь-якої функцiї f ∈ F (n) i розглянемо

таку задачу оптимiзацiї:

||f || → min (4.6)

f(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d) для всiх d ∈ D. (4.7)

Наведена нижче теорема надає умову виразностi предикатiв в алгебрi частко-

вих предикатiв з предикатним доповненням.

Теорема 4.5.1. Нехай n ≥ 1. Предикат P0 є виразним в алгебрi APrP1,...,Pn(D) тодi

i тiльки тодi, коли на множинi F (n) задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок,

який є короткою функцiєю.

Доведення цiєї теореми наведене у пунктi 4.5.5.

Для кожних d, d′ ∈ D позначимо:

ρ̃P1,...,Pn(d, d
′) = ρn((p1(d), ..., pn(d)), (p1(d

′), ..., pn(d
′))).

Будемо казати, що предикат P0 є коротким вiдносно P1, ..., Pn, якщо для всiх

d, d′ ∈ D виконується

|p0(d)− p0(d
′)| ≤ ρP1,...,Pn(d, d

′).

Теорема 4.5.2. Нехай n ≥ 1. Предикат P0 є виразним в алгебрi APrP1,...,Pn(D) тодi

i тiльки тодi, коли P0 є коротким вiдносно P1, P2, ..., Pn.

Доведення цiєї теореми наведене у пунктi 4.5.6.

Нехай V 6= ∅, W 6= ∅ є фiксованими множинами.

Нехай Q0, Q1, ..., Qn : (V →̃W ) →̃ {T, F} є частковими квазiарними предика-

тами i qi = Φ(Qi) для i = 0, 1, 2, ..., n.

Якщо k ≥ 0 i m ∈ [0, 2k − 1] є цiлими числами, а v̄ = (v1, ..., vk) ∈

V k (припускаємо V 0 складається з єдиного порожнього кортежу), позначимо як

Qkm,v̄(P ), де P є частковим предикатом, k–й елемент скiнченної послiдовностi

предикатiв Tj , j = 0, 1, ..., k, такої, що T0 = P i для всiх j = 1, 2, ..., k:

Tj+1 =






∃vj(Tj), bj = 0;

∀vj(Tj), bj = 1,
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де (bj) позначає j-ту цифру у двiйковому поданнi числа m (починаючи з найменш

значущої цифри).

Наведена нижче теорема надає умову виразностi предикатiв в алгебрi частко-

вих предикатiв першого порядку з предикатним доповненням.

Теорема 4.5.3. Нехай n ≥ 1. Припустимо, що iснує нескiнченна множина V ′ ⊆ V ,

така, що кожне iм’я у V ′ є несуттєвим для кожного предиката в {Q0, Q1, ..., Qn}.

Тодi предикат Q0 є виразним в алгебрi AQPrQ1,...,Qn(V,W ) тодi i тiльки тодi, коли

iснують

– цiлi числа l ≥ 1, k ≥ 0, m ∈ [0, 2k − 1],

– кортеж v̄ ∈ V k,

– скiнченнi послiдовностi цiлих чисел kj ≥ 1 i nj ∈ [1, n] для j = 1, 2, ..., l,

– скiнченнi послiдовностi кортежiв ūj ∈ V
kj
6= , v̄j ∈ V kj для j = 1, 2, ..., l,

– частковий предикат P на V →̃W , що є коротким вiдносно R
ūj
v̄j (Qnj) для

j = 1, 2, ..., l, i такий, що Q0 = Qkm,v̄(P ).

Доведення цiєї теореми наведене у пунктi 4.5.7.

4.5.4. Предикатне доповнення у перед- i пiсля-умовах

Слiд зауважити, що частковi предикати, вираженi в алгебрi предикатiв з

предикатним доповненням також можуть бути використанi у якостi семантики

перед- i пiсля-умов при доведеннi властивостей програм за допомогою варiанту

логiки Хоара [55, 146, 116, 148].

Нехай D,D′ є множинами. Будемо називати семантичною слабкою трiйкою

Хоара [55, 146, 116, 148] (будь-яку) трiйку (p, f, q), де f : D →̃ D′, p : D →̃ Bool,

q : D′ →̃ Bool є такими, що для кожного d ∈ D, якщо p(d) ↓= T , f(d) ↓ i q(f(d)) ↓,

то q(f(d)) = T .

Будемо використовувати таке позначення:

– {p}f{q} позначає, що (p, f, q) є семантичною слабкою трiйкою Хоара.

Як у пунктi 4.4.2, будемо використовувати позначення • i WH для таких

композицiй [150, 189]:

– якщо f, g : D→̃D, то f • g є такою частковою функцiєю з D в D, що

(f • g)(d) ∼= g(f(d)) для всiх d ∈ D;

– якщо f : D →̃ D i p : D →̃ Bool, то WH(p, f) є частковою функцiєю з D в

D, такою, що для кожного d ∈ D:

WH(p, f)(d) ↓= f (n)(d), якщо iснує число n ≥ 0, таке, що p(f (i)(d)) ↓= T для
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всiх i ∈ {0, 1, ..., n−1} i p(f (n)(d)) ↓= F , де f (n)(d) ∼= f(...(f(d))...), де символ

f зустрiчається n разiв у пiдвиразi справа вiд ∼=, причому f (0)(d) ↓= d,

WH(p, f)(d) ↑ в iншому випадку.

Теорема 4.5.4. Припустимо, що {p}f{q}, {q}g{r1} i {∼ q}g{r2}.

Тодi {p}f • g{r1 ∨ r2}.

Доведення. Нехай d ∈ D.

Припустимо, що p(d) ↓= T , (f • g)(d) ↓ та (r1 ∨ r2)((f • g)(d)) ↓. Тодi f(d) ↓

i g(f(d)) ↓. Позначимо d′ = f(d) i d′′ = (f • g)(d) = g(f(d)).

Доведемо, що (r1 ∨ r2)(d′′) = T .

Припустимо, що (r1 ∨ r2)(d′′) ↓= F . Тодi r1(d′′) ↓= F i r2(d′′) ↓= F .

Розглянемо два випадки.

Випадок 1: q(d′) ↓ . Тодi q(f(d)) ↓ , i оскiльки p(d) ↓= T i {p}f{q}, то

q(f(d)) = q(d′) = T . Тодi оскiльки r1(g(d
′)) ∼= r1(d

′′) ↓ i {q}g{r1}, маємо

r1(g(d
′)) = r1(d

′′) = T , але це суперечить тому факту, що r1(d
′′) = F . Отже,

даний випадок не є можливим.

Випадок 2: q(d′) ↑. Тодi (∼ q)(d′) ↓= T . Тодi оскiльки r2(g(d
′)) ∼= r2(d

′′) ↓

i {∼ q}g{r2}, маємо r2(g(d
′)) = r2(d

′′) = T , але це суперечить тому факту, що

r2(d
′′) = F . Отже, даний випадок не є можливим.

В обох випадках маємо суперечнiсть, тому припущення (r1 ∨ r2)(d′′) ↓= F

є хибним. Слiд зауважити, що (r1 ∨ r2)(d
′′) ∼= (r1 ∨ r2)((f • g)(d)) ↓ , тому

(r1 ∨ r2)(d′′) = T .

Зауваження 4.5.1. Теорема 4.5.4 може використовуватись як обґрунтування такого

правила [92, 93] для послiдовної композицiї для логiки Флойда-Хоара з частковими

перед- i пiсля-умовами [148, 116]:

{p} f {q}, {q} g {r1}, {∼ q}g{r2}
{p} f • g {r1 ∨ r2}

У випадку, коли r1 i r2 збiгаються, це правило може бути переформульовано

[92, 93] як:

{p} f {q}, {q} g {r}, {∼ q}g{r}
{p} f • g {r}

Теорема 4.5.5. Припустимо, що виконується {r ∧ p}f{p} i {r ∧ (∼ p)}f{p}.

Тодi {p}WH(r, f){¬r ∧ p}.
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Доведення. Нехай d ∈ D. Припустимо, що p(d) ↓= T , WH(r, f)(d) ↓= d′ i

(¬r ∧ p)(WH(r, f)(d)) ↓.

Доведемо, що (¬r ∧ p)(WH(r, f)(d)) = (¬r ∧ p)(d′) = T .

З визначення WH випливає, що iснує цiле число n ≥ 0, таке, що r(f (i)(d)) ↓=

T для всiх i = 0, 1, ..., n− 1, r(f (n)(d)) ↓= F i

d′ = WH(r, f)(d) = f (n)(d).

Якщо n = 0, то d′ = d, тому r(d′) ↓= F i p(d′) ↓= T , звiдки (¬r ∧ p)(d′) = T .

Припустимо, що n ≥ 1. Доведемо за iндукцiєю за i ∈ N ∪ {0}, що якщо

i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, то p(f (i)(d)) ↓= T або p(f (i)(d)) ↑.

База iндукцiї. Оскiльки p(f (0)(d)) ∼= p(d) ↓= T , то база iндукцiї виконується.

Iндуктивний перехiд. Припустимо, що i ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Припустимо, що

p(f (i)(d)) ↓= T або p(f (i)(d)) ↑. Припустимо, що i + 1 ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Слiд

зауважити, що r(f (i)(d)) ↓= T , оскiльки i < n. Позначимо d1 = f (i)(d). Розглянемо

два випадки.

Випадок 1: p(f (i)(d)) ↓= T . Тодi оскiльки r(d1) ↓= T i p(d1) ↓= T ,

маємо (r ∧ p)(d1) ↓= T . Якщо p(f(d1)) ↓ , то оскiльки {r ∧ p}f{p}, маємо

p(f (i+1)(d)) ∼= p(f(d1)) ↓= T . В iншому випадку, p(f(d1)) ↑. Тому виконується

або p(f (i+1)(d)) ↓= T , або p(f (i+1)(d)) ↑.

Випадок 2: p(f (i)(d)) ↑. Тодi p(d1) ↑ i r(d1) ↓= T . Тодi (∼ p)(d1) ↓= T ,

тому (r ∧ (∼ p))(d1) ↓= T . Тодi оскiльки {r ∧ (∼ p)}f{p}, маємо, що або

p(f (i+1)(d)) ∼= p(f(d1)) ↓= T , або p(f (i+1)(d)) ∼= p(f(d1)) ↑.

В обох випадках, p(f (i+1)(d)) ↓= T або p(f (i+1)(d)) ↑, тому iндуктивний

перехiд завершено.

Оскiльки n ≥ 1 за припущенням, з доведеного твердження випливає, що або

p(f (n−1)(d)) ↓= T , або p(f (n−1)(d)) ↑. Маємо

(¬r ∧ p)(f (n)(d)) ∼= (¬r ∧ p)(WH(r, f)(d)) ↓ .

Крiм того, r(f (n)(d)) ↓= F , тому (¬r)(f (n)(d)) ↓= T , звiдки p(f (n)(d)) ↓.

Розглянемо випадок, коли p(f (n−1)(d)) ↓= T . Маємо r(f (n−1)(d)) ↓= T , тому

(r ∧ p)(f (n−1)(d)) ↓= T . Тодi оскiльки {r ∧ p}f{p} i p(f(f (n−1)(d))) ∼= p(f (n)(d)) ↓ ,

то p(f (n)(d)) = T .

Розглянемо випадок, коли p(f (n−1)(d)) ↑. Тодi оскiльки f (n−1)(d) ↓, маємо



272

(∼ p)(f (n−1)(d)) ↓= T . Крiм того, r(f (n−1)(d)) ↓= T , звiдки

(r ∧ (∼ p))(f (n−1)(d)) ↓= T.

Тодi оскiльки {r∧(∼ p)}f{p} i p(f(f (n−1)(d))) ∼= p(f (n)(d)) ↓ , то виконується

p(f (n)(d)) = T .

В будь-якому випадку виконується p(f (n)(d)) = T . Оскiльки r(f (n)(d)) ↓= F ,

то маємо

(¬r ∧ p)(WH(r, f)(d)) ∼= (¬r ∧ p)(f (n)(d)) ↓= T.

Зауваження 4.5.2. Теорема 4.5.5 може використовуватись як обґрунтування такого

правила для циклу [92, 93] для логiки Флойда-Хоара з частковими перед- i пiсля-

умовами [148, 116]:

{r ∧ p} f {p}, {r ∧ (∼ p)}f{p}
{p} WH(r, f) {¬r ∧ p}

4.5.5. Доведення теореми 4.5.1

Щоб довести теорему 4.5.1, спочатку сформулюємо i доведемо ряд допомi-

жних лем. Введемо такi позначення для всiх x, y ∈ X:

¬x = −x

∼ x = 1− |x|

x[y] =






x, y = 1;

∼ x, y = 0;

¬x, y = −1.

Лема 4.5.1. ρn(x̄, ȳ) = 1−minni=1 x
[yi]
i для кожних n ≥ 1 i x̄, ȳ ∈ Xn.

Доведення. Слiд зауважити, що для всiх x, y ∈ X виконується

x[y] = 1− |x− y|.

Тодi ρn(x̄, ȳ) = maxni=1 |xi − yi| = max
n
i=1(1− x

[yi]
i ) = 1−min

n
i=1 x

[yi]
i .
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Розглянемо X як ґратку з операцiями ∨, ∧, де:

x ∨ y = max(x, y);

x ∧ y = min(x, y).

Нижче буде припускатись, що у виразах, що включать символи операцiй над

X , операцiя x[y] має найвищий прiоритет, за якою йдуть (за прiоритетом) унарнi

операцiї ¬, ∼, за якими йдуть бiнарнi операцiї ∧ i ∨. Серед ∧,∨, операцiя ∧ має

вищий прiоритет.

Лема 4.5.2. Для кожної короткої функцiї f ∈ F (n) i для кожного x̄ ∈ Xn

виконується рiвнiсть

f(x̄) = f̂(x̄) ∧ f 6=0(x̄) ∨ ¬f 6=0(x̄),

де використовуються такi позначення:

f̂(x̄) =






∨
ȳ:f(ȳ)=1

∧n
i=1 x

[yi]
i , ∃ȳ f(ȳ) = 1;

−1, ¬(∃ȳ f(ȳ) = 1);

f 6=0(x̄) =






∨
ȳ:f(ȳ) 6=0

∧n
i=1 ∼ (x

[yi]
i ∧ ∼ x

[yi]
i )∧ ∼∼ x

[yi]
i , ∃ȳ f(ȳ) 6= 0;

0, ¬(∃ȳ f(ȳ) 6= 0).
.

Доведення. Для всiх x, y ∈ X виконується рiвнiсть:

∼ (x[y]∧ ∼ x[y])∧ ∼∼ x[y] =






1, x = y;

0, x 6= y.

Тодi виконується рiвнiсть:

f 6=0(x̄) =






1, f(x̄) 6= 0;

0, f(x̄) = 0.
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Згiдно леми 4.5.1, виконується рiвнiсть

f̂(x̄) =






∨
ȳ:f(ȳ)=1(1− ρn(x̄, ȳ)), ∃ȳ f(ȳ) = 1;

−1, ¬(∃ȳ f(ȳ) = 1).

Якщо f(x̄) = 1, то f̂(x̄) = 1 i f 6=0(x̄) = 1, тому f̂(x̄) ∧ f 6=0(x̄) ∨ ¬f 6=0(x̄) = 1.

Якщо f(x̄) = 0, то f 6=0(x̄) = 0, тому

f̂(x̄) ∧ f 6=0(x̄) ∨ ¬f 6=0(x̄) = (f̂(x̄) ∧ 0) ∨ 0 = 0.

Якщо f(x̄) = −1, то для кожного ȳ, такого, що f(ȳ) = 1, виконується

ρn(x̄, ȳ) ≥ |f(x̄)− f(ȳ)| = 2, з чого випливає, що 1−ρn(x̄, ȳ) = −1. Тодi f̂(x̄) = −1

i f 6=0(x̄) = 1, тому f̂(x̄) ∧ f 6=0(x̄) ∨ ¬f 6=0(x̄) = −1.

Таким чином,

f(x̄) = f̂(x̄) ∧ f 6=0(x̄) ∨ ¬f 6=0(x̄).

Лема 4.5.3. Множина всiх коротких функцiй з F є функцiональним замиканням

множини {fU , f¬, f∼, f∨, f∧} (тобто кожна коротка функцiя з F може бути

виражена як композицiя елементiв {fU , f¬, f∼, f∨, f∧} i проекцiй πnk (x1, ..., xn) = xk,

n ≥ 1, k = 1, 2, ..., n), де fU ∈ F (0), f¬, f∼ ∈ F (1), f∨, f∧ ∈ F (2), fU = 0, f¬(x) = −x,

f∼(x) = 1− |x|, f∨(x, y) = max(x, y), f∧(x, y) = min(x, y).

Доведення. Позначимо як S множину всiх коротких функцiй з F . Вiдповiдно до

визначення, коротка функцiя з F може бути альтернативно охарактеризована як

функцiя Xn → X (n ≥ 0), що не змiнює знак на кожнiй з множин
∏n
i=1{0, ai},

де a1, ..., an ∈ {−1, 1}n. Тодi {fU , f¬, f∼, f∨, f∧} ⊆ S. З iншого боку, оскiльки

константна функцiя зi значенням −1 може бути виражена як f¬◦f∼◦fU , з леми 4.5.2

i визначення x[y] випливає, що кожна f ∈ S може бути виражена як композицiя

елементiв {fU , f¬, f∼, f∨, f∧} i проекцiй πnk (x1, ..., xn) = xk (n ≥ 1, k = 1, 2, ..., n).

Таким чином, S є функцiональним замиканням {fU , f¬, f∼, f∨, f∧}.

Лема 4.5.4. Множина всiх коротких функцiй з F є функцiональним замиканням

множини {fT , fF , fU , f¬, f∧, f∼}, де fF , fU , fT ∈ F (0), f¬, f∼ ∈ F (1), f∧ ∈ F (2),

fF = −1, fU = 0, fT = 1, f¬(x) = −x, f∼(x) = 1− |x|, f∧(x, y) = min(x, y).
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Доведення. З рiвностей f∼(0) = 1, f¬(f∼(0)) = −1 випливає, що множи-

на {fT , fF , fU , f¬, f∧, f∼} має те саме функцiональне замикання, що i множина

{fU , f¬, f∼, f∨, f∧} (де f∨(x, y) = max(x, y)), тому це функцiональне замикання

є множиною всiх коротких функцiй з F за лемою 4.5.3.

Лема 4.5.5. Для кожних P,Q : D →̃ {T, F} i d ∈ D виконуються рiвностi:

1. Φ(⊥)(d) = 0;

2. Φ(¬P )(d) = −(Φ(P )(d));

3. Φ(∼ P )(d) = 1− |Φ(P )(d)|;

4. Φ(P ∨Q)(d) = max(Φ(P )(d),Φ(Q)(d));

5. Φ(P ∧Q)(d) = min(Φ(P )(d),Φ(Q)(d)).

Доведення. Випливає безпосередньо з визначення Φ i операцiй ¬,∼,∨,∧ на час-

ткових предикатах.

Лема 4.5.6. Якщо задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на F (n), то цей

розв’язок єдиний.

Доведення. Припустимо, що задача (4.6)-(4.7) має оптимальнi розв’язки f, g ∈

F (n). Тодi ||f || = ||g|| i виконується рiвнiсть

f(p1(d), ..., pn(d)) = p0(d) = g(p1(d), ..., pn(d))

для всiх d ∈ D.

Припустимо, що f 6= g. Тодi iснує кортеж x̄∗ = (x∗1, ..., x
∗
n) ∈ X

n, такий, що

f(x̄∗) 6= g(x̄∗). Розглянемо два випадки.

1. Розглянемо випадок, коли f(x̄∗) 6= 0. Визначимо функцiю h ∈ F (n), таку,

що h(x̄) = f(x̄), якщо x̄ 6= x̄∗, i h(x̄) = 0, якщо x̄ = x̄∗. Тодi для всiх d ∈ D

виконується (p1(d), ..., pn(d)) 6= x̄∗, тому h(p1(d), ..., pn(d)) = p0(d). Крiм того,

||h|| = ||f || − |f(x̄∗)| = ||f || − 1 < ||f ||, що суперечить припущенню про те, що f є

оптимальним розв’язком задачi (4.6)-(4.7). Отже, цей випадок не є можливим.

2. Розглянемо випадок, коли f(x̄∗) = 0. Тодi |g(x̄∗)| = 1. Визначимо функцiю

h ∈ F (n), таку, що h(x̄) = g(x̄), якщо x̄ 6= x̄∗, i h(x̄) = 0, якщо x̄ = x̄∗. Тодi для

всiх d ∈ D виконується (p1(d), ..., pn(d)) 6= x̄∗, тому h(p1(d), ..., pn(d)) = p0(d). Крiм

того, ||h|| = ||g||− |g(x̄∗)| = ||g||−1 < ||g||, що суперечить припущенню про те, що

g є оптимальним розв’язком задачi (4.6)-(4.7). Отже, цей випадок не є можливим.

Таким чином, f = g. Отже, якщо задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок

на F (n), то цей розв’язок єдиний.
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Лема 4.5.7. Нехай f ∈ M (n), g ∈ F (n) i g(x̄) ∈ {f(x̄), 0} для кожного x̄ ∈ Xn. Тодi

g ∈M (n).

Доведення. Нехай x̄, ȳ ∈ Xn. Розглянемо такi 4 випадки.

Випадок 1: g(x̄) = f(x̄) i g(ȳ) = f(ȳ). Тодi

|g(x̄)− g(ȳ)| = |f(x̄)− f(ȳ)| ≤ ρ(x̄, ȳ).

Випадок 2: g(x̄) = f(x̄) i g(ȳ) = 0. Тодi |g(x̄)− g(ȳ)| = |f(x̄)| ≤ ρ(x̄, ȳ), якщо

x̄ 6= ȳ, i |g(x̄)− g(ȳ)| = 0 ≤ ρ(x̄, ȳ), якщо x̄ = ȳ.

Випадок 3: g(x̄) = 0 i g(ȳ) = f(ȳ). Тодi |g(x̄)− g(ȳ)| = |f(ȳ)| ≤ ρ(x̄, ȳ), якщо

x̄ 6= ȳ, i |g(x̄)− g(ȳ)| = 0 ≤ ρ(x̄, ȳ), якщо x̄ = ȳ.

Випадок 4: g(x̄) = 0 i g(ȳ) = 0. Тодi |g(x̄)− g(ȳ)| ≤ ρ(x̄, ȳ).

Таким чином, g ∈M (n).

Лема 4.5.8. Задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на M (n) тодi i тiльки

тодi, коли вона має оптимальний розв’язок на F (n), який належить M (n).

Доведення. Спочатку припустимо, що задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок

f ∈ F (n), що належить M (n). Тодi f(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d) для всiх d ∈ D.

Крiм того, для кожної функцiї g ∈ M (n), такої, що g(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d)

для всiх d ∈ D, виконується g ∈ F (n), тому ||f || ≤ ||g||. Таким чином, f є

оптимальним розв’язком задачi (4.6)-(4.7) на M (n).

Припустимо, що задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок f на M (n). Тодi

f(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d) для всiх d ∈ D. Тодi оскiльки множина F (n) є

скiнченною, задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на F (n). Згiдно леми

4.5.6, задача (4.6)-(4.7) має єдиний оптимальний розв’язок на F (n). Позначимо

його як g. Тодi g(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d) для всiх d ∈ D i ||g|| ≤ ||f ||.

Визначимо функцiю h ∈ F (n), таку, що для кожного x̄ ∈ Xn, h(x̄) = f(x̄),

якщо g(x̄) 6= 0, i h(x̄) = g(x̄), якщо g(x̄) = 0. Тодi для всiх d ∈ D виконується

h(p1(d), ..., pn(d)) = p0(d). Крiм того, h ∈ M (n) за лемою 4.5.7. Тодi ||h|| = ||f ||,

тому для кожного x̄, такого, що g(x̄) = 0 виконується f(x̄) = 0. Тодi ||f || ≤ ||g||.

Оскiльки ||g|| ≤ ||f ||, як було зазначено вище, маємо ||f || = ||g||. Тодi f є

оптимальним розв’язком задачi (4.6)-(4.7) на F (n) i f належить M (n).

Тепер наведемо доведення теореми 4.5.1.

Доведення теореми 4.5.1.



277

Припустимо, що задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на множинi

F (n), який є короткою функцiєю. Позначимо такий розв’язок як f . Тодi маємо

p0(d) = f(p1(d), p2(d), ..., pn(d))

для всiх d ∈ D. Згiдно леми 4.5.3, f належить до функцiонального замикання

множини {fU , f¬, f∼, f∨, f∧}, де функцiї f∙ визначенi як у лемi 4.5.3. З леми 4.5.5

випливає, що умова p0(d) = Φ(P )(d) для всiх d ∈ D виконується для деякого

предиката P : D →̃ {T, F}, виразного в алгебрi

(D →̃ {T, F};∨,∧,¬,∼,⊥, P1, P2, ..., Pn).

Оскiльки n ≥ 1 i предикат ⊥ може бути виражений як ∼ P1∧ ∼∼ P1, можемо

зробити висновок, що предикат P є виразним в алгебрi APrP1,...,Pn(D). Тодi

Φ(P0)(d) = Φ(P )(d) для всiх d ∈ D. Тодi з визначення Φ випливає, що P0 = P ,

тому предикат P0 є виразним у APrP1,...,Pn(D).

Тепер припустимо, що предикат P0 є виразним в алгебрi APrP1,...,Pn(D). Тодi

з леми 4.5.5 випливає, що умова

Φ(P0)(d) = f(Φ(P1)(d),Φ(P2)(d), ...,Φ(Pn)(d))

для всiх d ∈ D виконується для деякої функцiї f ∈ F (n), що належить до

функцiонального замикання множини {fU , f¬, f∼, f∨, f∧}, де функцiї f∙ визначенi

як у лемi 4.5.3. Тодi за лемою 4.5.3, f є короткою функцiєю i

p0(d) = f(p1(d), ..., pn(d))

для всiх d ∈ D. Тодi оскiльки M (n) ⊆ F (n) i F (n) є скiнченною множиною,

задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на множинi M (n). Тодi з леми 4.5.8

випливає, що задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на F (n), який є короткою

функцiєю.

Додатково слiд зауважити, що задача (4.6)-(4.7) має таку властивiсть.

Твердження 4.5.1. Якщо задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на M (n), то

цей розв’язок єдиний.
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Доведення. Припустимо, що f, g є оптимальними розв’язками задачi (4.6)-(4.7) на

M (n). Тодi за лемою 4.5.8, задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок на F (n),

що належить M (n). Згiдно леми 4.5.6 цей розв’язок єдиний. Позначимо його як h.

Тодi ||h|| ≤ ||f || i ||h|| ≤ ||g||. Тодi h є оптимальним розв’язком задачi (4.6)-(4.7) на

M (n) i ||h|| = ||f || = ||g||. Тодi f , g є оптимальними розв’язками задачi (4.6)-(4.7)

на F (n). Тодi за лемою 4.5.6, f = g.

Також, потужнiсть множини M (n) може бути оцiнена таким чином.

Твердження 4.5.2. |M (n)| = 23
n+O(2n)

Доведення. Оскiльки Xn має 23
n

пiдмножин, достатньо довести, що для будь-якого

n ≥ 1 i пiдмножини Z ⊆ Xn, кiлькiсть рiзних функцiй з M (n), якi мають множину

нулiв Z належить множинi {1, 2, 3, ..., 22
n

}.

Нехай n ≥ 1 i Z ⊆ Xn. Позначимо M (n)
Z = {f ∈M

(n) | f−1({0}) = Z}.

Нехай fZ ∈ F (n) є функцiєю, такою, що fZ(x̄) = 1 для x̄ ∈ Xn\Z i fZ(x̄) = 0

для x̄ ∈ Z. Тодi для кожних x̄, ȳ ∈ Xn, таких, що x̄ 6= ȳ, маємо

|fZ(x̄)− fZ(ȳ)| ≤ 1 ≤ ρn(x̄, ȳ).

З цього факту i з визначення fZ випливає, що fZ ∈M
(n)
Z . Тодi |M (n)

Z | ≥ 1.

Якщо Z = Xn, то |M (n)
Z | = 1 ∈ {1, 2, ..., 2

2n}.

Припустимо, що Z 6= Xn. Нехай G = (Xn, E) є графом одиничних вiдстаней

метричного простору (Xn, ρn), тобто вершини x̄, ȳ ∈ Xn з’єднанi ребром у E тодi i

тiльки тодi, коли ρn(x̄, ȳ) = 1, i нехай GZ є пiдграфом, породженим у G множиною

вершин Xn\Z 6= ∅. Для кожних x̄, ȳ ∈ Xn\Z, таких, що ρn(x̄, ȳ) = 1, маємо

|f(x̄) − f(ȳ)| ≤ 1, f(x̄) 6= 0 i f(ȳ) 6= 0, звiдки f(x̄) = f(ȳ). Тодi f є константною

на множинi вершин кожної компоненти зв’язностi GZ .

Позначимо як CZ множину компонент зв’язностi GZ . Зафiксуємо функцiю

вибору c : CZ → Xn, що вибирає вершину з кожного елементу CZ . Тодi для

кожних f1, f2 ∈ M
(n)
Z з умови f1 ◦ c = f2 ◦ c випливає, що f1|Xn\Z = f2|Xn\Z i

f1|Z = f2|Z , звiдки f1 = f2. Тодi вiдображення f 7→ f ◦ c є iн’єктивним на M (n)
Z i

приймає значення у {−1, 1}CZ . Тодi |M (n)
Z | ≤ |{−1, 1}

CZ | = 2|CZ |.

Позначимо як c(CZ) образ CZ при вiдображеннi c. Маємо |CZ | = |c(CZ)|,

оскiльки множини вершин компонент зв’язностi попарно не перетинаються i c

є iн’єктивною. Крiм того, c(CZ) є множиною взаємно рiвновiддалених точок у
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метричному просторi (Xn, ρn), оскiльки рiзнi елементи x̄, ȳ ∈ c(CZ) належать до

рiзних компонент зв’язностi GZ i не з’єднанi ребром у E, з чого випливає, що

ρn(x̄, ȳ) = 2.

Вiдомо [160], що для будь-якого n ≥ 1, еквiлатеральна розмiрнiсть (макси-

мальна потужнiсть пiдмножини метричного простору, такої, що будь-якi двi її рiзнi

точки знаходяться на однiй i тiй же вiдстанi [160]) метричного простору (Xn, ρn)

рiвна 2n. Тодi |c(CZ)| ≤ 2n. Тому |M (n)
Z | ≤ 2

|CZ | ≤ 22
n

.

Таким чином, кiлькiсть рiзних функцiй з M (n) якi мають множину нулiв Z

належить {1, 2, 3, ..., 22
n

}. Тодi можна зробити висновок, що |M (n)| = 23
n+O(2n).

4.5.6. Доведення теореми 4.5.2

Доведення теореми 4.5.2. Спочатку припустимо, що предикат P0 є коротким

вiдносно P1, P2, ..., Pn i доведемо, що P0 є виразним в алгебрi APrP1,...,Pn(D).

Оскiльки P0 є коротким вiдносно P1, P2, ..., Pn, то для всiх d, d′ ∈ D виконується

|p0(d)− p0(d
′)| ≤ ρ̃P1,...,Pn(d, d

′) = ρn((p1(d), ..., pn(d)), (p1(d
′), ..., pn(d

′))).

Для кожного x̄ = (x1, ..., xn) ∈ X позначимо

F (x̄) = {p0(d) | d ∈ D ∧
n∧

i=1

(pi(d) = xi)}.

Нехай f : Xn → X є функцiєю, такою, що f(x̄) ∈ F (x̄), якщо F (x̄) 6= ∅, i

f(x̄) = 0, якщо F (x̄) = ∅. Тодi оскiльки P0 є коротким вiдносно P1, P2, ..., Pn, то

для всiх x̄ з умови F (x̄) 6= ∅ випливає, що F (x̄) є одноелементною множиною.

Тодi f(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d) для всiх d ∈ D.

Нехай x̄ = (x1, ..., xn) ∈ Xn, ȳ = (y1, ..., yn) ∈ Xn. Припустимо, що x̄ 6= ȳ.

Якщо F (x̄) = ∅ або F (ȳ) = ∅, то f(x̄) = 0 або f(ȳ) = 0, звiдки

|f(x̄)− f(ȳ)| ≤ 1 ≤ ρn(x̄, ȳ).

Iнакше, F (x̄) 6= ∅ i F (ȳ) 6= ∅, тому f(x̄) = p0(dx) i f(ȳ) = p0(dy) для деяких

dx, dy ∈ D, таких, що pi(dx) = xi i pi(dy) = yi для i = 1, 2, ..., n. Тодi

|f(x̄)− f(ȳ)| = |p0(dx)− p0(dy)| ≤ ρn(x̄, ȳ).

Отже, f ∈M (n).
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Нехай g ∈ F (n) є функцiєю, такою, що

g(p1(d), ..., pn(d)) = p0(d)

для всiх d ∈ D. Тодi для всiх x̄ з умови F (x̄) 6= ∅ випливає, що f(x̄) = g(x̄). Тодi

||f || ≤ ||g||, оскiльки f(x̄) = 0, якщо F (x̄) = ∅. Таким чином, на множинi F (n)

задача (4.6)-(4.7) має оптимальний розв’язок, який є короткою функцiєю. Тодi за

теоремою 4.5.1, предикат P0 є виразним у APrP1,...,Pn(D).

Тепер припустимо, що предикат P0 є виразним у APrP1,...,Pn(D). Тодi за

теоремою 4.5.1, iснує функцiя f ∈M (n) така, що

f(p1(d), p2(d), ..., pn(d)) = p0(d)

для всiх d ∈ D. Тодi для всiх d, d′ ∈ D виконується нерiвнiсть

|p0(d)− p0(d
′)| ≤ |f(p1(d), ..., pn(d))− f(p1(d

′), ..., pn(d
′))| ≤ ρ̃P1,...,Pn(d, d

′).

Тодi предикат P0 є коротким вiдносно P1, P2, ..., Pn.

4.5.7. Доведення теореми 4.5.3

Доведемо допомiжнi леми.

Лема 4.5.9. Нехай V i W 6= ∅ є множинами, Q ∈ QPrVW i v ∈ V . Тодi

∼ (∃v Q) = (∃v (∼ Q)) ∧ (∀v (∼ Q ∨ ¬Q)).

Доведення. Зафiксуємо d ∈ V →̃W i розглянемо такi два випадки.

Випадок 1. Припустимо, що (∼ (∃vQ))(d) ↓= T . Тодi (∃vQ)(d) ↑, тому iснує

елемент a ∈ W , такий, що Q(d∇va) ↑ i не iснує b ∈ W , такого, що Q(d∇vb) ↓= T .

Тодi (∼ Q)(d∇va) ↓= T , тому (∃v(∼ Q))(d) ↓= T . Крiм того, для кожного b ∈ W

виконується або Q(d∇vb) ↑, або Q(d∇vb) ↓= F , тому або (∼ Q)(d∇vb) ↓= T , або

(¬Q)(d∇vb) ↓= T , звiдки (∼ Q∨¬Q)(d∇vb) ↓= T . Тому (∀v(∼ Q∨¬Q))(d) ↓= T .

Таким чином,

((∃v(∼ Q)) ∧ (∀v(∼ Q ∨ ¬Q)))(d) ↓= T.

Випадок 2. Припустимо, що (∼ (∃vQ))(d) ↑. Тодi (∃vQ)(d) ↓. Тодi або iснує

елемент a ∈ W , такий, що Q(d∇va) ↓= T , або Q(d∇vb) ↓= F для всiх b ∈ W .

Пiдвипадок 2.1. Розглянемо пiдвипадок, коли iснує елемент a ∈ W , такий,
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що Q(d∇va) ↓= T . Тодi (∼ Q)(d∇va) ↑ i (∼ Q ∨ ¬Q)(d∇ua) ↑. Слiд зауважити,

що (∼ Q ∨ ¬Q)(d∇ub) не є хибним для будь-якого b ∈ W , оскiльки (∼ Q)(d∇ub)

не може бути хибним. Тодi (∀v(∼ Q ∨ ¬Q))(d) ↑. Крiм того, (∃v(∼ Q))(d) не є

хибним, оскiльки (∼ Q)(d∇va) ↑. Тодi

((∃v(∼ Q)) ∧ (∀v(∼ Q ∨ ¬Q)))(d) ↑ .

Пiдвипадок 2.2. Розглянемо пiдвипадок, коли Q(d∇vb) ↓= F для всiх b ∈ W .

Тодi (∃v(∼ Q))(d) ↑ (оскiльки W 6= ∅). Крiм того, (∼ Q∨¬Q)(d∇ub) ↓= T для всiх

b ∈ W . Тодi (∀v(∼ Q ∨ ¬Q))(d) ↓= T . Тому ((∃v(∼ Q)) ∧ (∀v(∼ Q ∨ ¬Q)))(d) ↑.

Оскiльки (∼ (∃vQ))(d) не може бути хибним для будь-якого d, можемо

зробити висновок, що

(∼ (∃vQ))(d) ∼= ((∃v(∼ Q)) ∧ (∀v(∼ Q ∨ ¬Q)))(d)

для всiх d ∈ V →̃W .

Таким чином, ∼ (∃v Q) = (∃v (∼ Q)) ∧ (∀v (∼ Q ∨ ¬Q)).

Наслiдок 4.5.1. Нехай V i W 6= ∅ є множинами, Q ∈ QPrVW , u, v ∈ V , u 6= v i u є

несуттєвим для Q. Тодi ∼ (∃v Q) = ∀u ∃v (∼ Q ∧ (∼ Ruv(Q) ∨ ¬R
u
v(Q))).

Доведення. Випливає безпосередньо з леми 4.5.9.

Лема 4.5.10. Нехай V i W 6= ∅ є множинами, Q ∈ QPrVW i v ∈ V . Тодi

∼ (∀v Q) = (∃v (∼ Q)) ∧ (∀v (∼ Q ∨Q)).

Доведення. З урахуванням леми 4.5.9 i рiвностей ∀v Q = ¬∃v(¬Q), ¬¬Q = Q i

∼ (¬Q) = ∼ Q, маємо:

∼ (∀v Q) = ∼ (¬∃v (¬Q)) = ∼ (∃v (¬Q)) =

= (∃v(∼ (¬Q))) ∧ (∀v(∼ (¬Q) ∨ ¬¬Q)) =

= (∃v (∼ Q)) ∧ (∀v (∼ Q ∨Q)).

Наслiдок 4.5.2. Нехай V i W 6= ∅ є множинами, Q ∈ QPrVW , u, v ∈ V , u 6= v i u є

несуттєвим для Q. Тодi ∼ (∀v Q) = ∀u ∃v (∼ Q ∧ (∼ Ruv(Q) ∨R
u
v(Q))).
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Доведення. Випливає безпосередньо з леми 4.5.10.

Доведення теореми 4.5.3.

Спочатку припустимо, що iснують

– цiлi числа l ≥ 1, k ≥ 0, m ∈ [0, 2k − 1],

– кортеж v̄ ∈ V k,

– скiнченнi послiдовностi цiлих чисел kj ≥ 1 i nj ∈ [1, n] для j = 1, 2, ..., l,

– скiнченнi послiдовностi кортежiв ūj ∈ V
kj
6= , v̄j ∈ V kj для j = 1, 2, ..., l,

– частковий предикат P на V →̃W , що є коротким вiдносно R
ūj
v̄j (Qnj) для

j = 1, 2, ..., l, такi, що Q0 = Q
k
m,v̄(P ). За теоремою 4.5.2, P є виразним в алгебрi

APrP1,...,Pl(V →̃W ), де Pj = R
ūj
v̄j (Qnj) для j = 1, 2, ..., l. Тодi Qkm,v̄(P ) є виразним у

AQPrQ1,...,Qn(V,W ). Таким чином, Q0 є виразним у AQPrQ1,...,Qn(V,W ).

Тепер припустимо, що Q0 є виразним в алгебрi AQPrQ1,...,Qn(V,W ).

Враховуючи наслiдок 4.5.1, наслiдок 4.5.2 i властивостi ¬, ∨, ∧, ∃u, ∀u i реномi-

нацiї [149], маємо, що iснує предикат P , виразний у ARPrQ1,...,Qn(V,W ), такий,

що Q0 = Qkm,v̄(P ) для деяких цiлих чисел k ≥ 0, m ∈ [0, 2k − 1] i кортежу v̄ ∈ V k.

Враховуючи властивостi реномiнацiї стосовно ∨, ∧, ¬, i ∼ [149] (наприклад,

Rūv̄(P1 ∨ P2) = Rūv̄(P1) ∨ R
ū
v̄(P2)), i те, що композицiя реномiнацiй може бути

подана як реномiнацiя (тобто Rūv̄(R
ū′

v̄′(P )) може бути подано як Rū
′′

v̄′′(P ) для деяких

ū′′, v̄′′), iснують цiле число l ≥ 1, скiнченнi послiдовностi цiлих чисел kj ≥ 1 i

nj ∈ [1, n] для j = 1, 2, ..., l i скiнченна послiдовнiсть кортежiв ūj ∈ V
kj
6= , v̄j ∈ V kj

для j = 1, 2, ..., l, такi, що P є виразним у APrQ1,...,Ql(V →̃W ), де Qj = R
ūj
v̄j (Qnj)

для j = 1, 2, ..., l. Тодi за теоремою 4.5.2, P є коротким вiдносно R
ūj
v̄j (Qnj) для

j = 1, 2, ..., l.

4.6. Висновки до роздiлу 4

У пiдроздiлi 4.1 було запропоновано формальну мову для виразу основних

властивостей траєкторiй НПМС, визначено iнтерпретацiю цiєї мови i показано, що

асоцiйована формальна теорiя (множина речень, якi є iстинними в усiх iнтерпрета-

цiях) є розв’язною. Для доведення розв’язностi зазначеної теорiї було використано

теорему М.О. Рабiна [170] про розв’язнiсть одномiсної теорiї другого порядку дiй-

сного сегмента [0, 1] з квантифiкацiєю за Fσ-пiдмножинами (злiченними об’єднан-

нями замкнених множин).

У пiдроздiлi 4.2 було запропоновано визначення розмiченої НПМС, що може

розглядатись як аналог розмiченої транзицiйної системи для неперервного часу,
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i визначення глобальної часової бiсимуляцiї на станах розмiченої НПМС. Також,

було запропоновано необхiдну i достатню умову (критерiй) локального характеру

для перевiрки, чи є задане вiдношення глобальною часовою бiсимуляцiєю для

розмiчених НПМС.

У пiдроздiлi 4.3 було розглянуто задачу доведення того, що кожний елемент

у данiй множинi станiв досягається деякою траєкторiєю заданої НПМС з деякого

початкового стану. Було запропоновано критерiй для визначення, чи є множина

нижньою апроксимацiєю множини досяжностi НПМС, що спирається на локальну

продовжуванiсть траєкторiй.

У пiдроздiлi 4.4 було запропоновано узагальнення поняття EDS визначної

функцiї на структурi M Г. Фрiдмана [38, 39] до поняття EDS визначної функцiї,

що перетворює складноiменнi данi [189].

У пiдроздiлi 4.5 було запропоновано критерiї виразностi часткових предика-

тiв в алгебрi часткових предикатiв з композицiями дизю’нкцiї, кон’юнкцiї, запе-

речення, визначеними вiдповiдно до принципiв сильної тризначної логiки Клiнi

[105], розширенiй композицiєю предикатного доповнення [95].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї побудовано теорiю, що розширює та узагальнює класичнi ре-

зультати теорiї абстрактних переписувальних систем на випадки, що становлять

iнтерес з точки зору аналiзу недискретних математичних моделей систем i проце-

сiв. У дисертацiї отримано такi новi науковi результати:

– вперше доведено повноту методу спадних дiаграм ван Оострома-де Брейна

для доведення конфлюентностi абстрактних переписувальних систем мiнi-

мальної незлiченної потужностi (попереднi вiдомi результати: V. van Oostrom,

1994 – метод є повним для доведення конфлюентностi систем, що мають вла-

стивiсть кофiнальностi; J. Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek, 2018 – метод з

двома мiтками є повним для доведення конфлюентностi систем, що мають

властивiсть кофiнальностi; також, загальновiдомо, що властивiсть кофiналь-

ностi може не виконуватись для конфлюентних абстрактних переписуваль-

них систем будь-якої незлiченної потужностi); за припущення континуум-

гiпотези, з отриманого у дисертацiї результату випливає, що метод спадних

дiаграм є повним для доведення конфлюентностi довiльних бiнарних вiдно-

шень на множинi дiйсних чисел, множинi послiдовностей дiйсних чисел, iн-

дексованих натуральними числами, множинi неперервних дiйсних функцiй,

множинi орiєнтованих графiв iз фiксованою злiченною множиною вузлiв i на

рiзноманiтних iнших структурах, що становлять iнтерес з точки зору iнфор-

матики та прикладної математики; доведення повноти було повнiстю фор-

малiзовано та автоматично перевiрено за допомогою вiдомої системи iнтер-

активного доведення теорем Isabelle; обсяг формального доказу перевищує

300 сторiнок у форматi Archive of Formal Proofs;

– вперше отримано розв’язки проблем неповноти методу спадних дiаграм

з двома мiтками та вiдсутностi колапсу на рiвнi 2 iєрархiї систем, що

мають спадну властивiсть Черча–Россера (цi проблеми були сформульованi

J. Endrullis, J.W. Klop, R. Overbeek у 2018 роцi як вiдкритi проблеми);

– вперше запропоновано узагальнення леми Ньюмана для строго iндуктивних

переписувальних систем;

– вперше запропоновано спецiальнi принципи iндукцiї для доведення власти-
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востей елементiв переписувальних систем, що не задовольняють припущен-

ням про термiнальнiсть та злiченнiсть;

– дiстали подальшого розвитку формальнi теорiї для аналiзу властивостей аб-

страктних недискретних динамiчних моделей; запропоновано розв’язну фор-

мальну теорiю для перевiрки властивостей траєкторiй НПМС; отримано не-

обхiдну i достатню умову локального характеру для перевiрки, чи є дане

вiдношення глобальною часовою бiсимуляцiєю на розмiченiй НПМС, запро-

поновано критерiй для визначення, чи є множина нижньою апроксимацiєю

множини досяжностi НПМС, що спирається на локальну продовжуванiсть

траєкторiй, запропоновано узагальнення поняття EDS визначної функцiї Г.

Фрiдмана до поняття EDS визначної функцiї, що перетворює складноiменнi

данi, отримано критерiї виразностi часткових предикатiв в алгебрi часткових

предикатiв з композицiєю предикатного доповнення.

Отриманi результати суттєво удосконалюють розумiння меж застосовностi

класичних методiв теорiї абстрактних переписувальних систем та випадкiв, коли

є необхiднiсть застосування нових методiв аналiзу абстрактних переписувальних

систем, породжених недискретними математичними моделями.
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ДОДАТОК А. Вiдповiднiсть мiж позначеннями, що використовуються у

формалiзацiї в Isabelle та у текстi дисертацiї

Нижче наведенi таблицi вiдповiдностi мiж позначеннями, що використову-

ються у формальнiй теорiї [78] для системи Isabelle/HOL [57] та позначеннями у

текстi дисертацiї.

Формальна мова теорiй Isabelle/HOL описана у документацiї до програманого

забезпечення Isabelle [57].

Загальнi позначення

Позначення у [78] Позначення у дисертацiї

¬, ∨, ∧, −→ ¬, ∨, ∧,⇒

=, ∈, ⊆ =, ∈, ⊆

∪, ∩, −, × ∪, ∩, \, ×

{} ∅

f ::’A ⇒ ’B f : A→ B (A,B 6= ∅)

f x f(x)

{x. P x } {x | P (x)}

nat {0, 1, 2, ...}

UNIV::’U U (U 6= ∅)

x ::’U x ∈ U

A ::’U set A ⊆ U (U 6= ∅)

r ::’U rel r ⊆ U × U (U 6= ∅)

Field r Fld(r)

Restr r B r|B
r −1, r ∧∧n, r ∧+, r ∧=, r ∧∗ r−1, rn, r+, r=, r∗

|A | =o |B | |A| = |B|

|A | <o |B | |A| < |B|

|A | <=o |B | |A| ≤ |B|

ω_ord |N|
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Позначення пiдпункту 1.1.5.2

Рядки у [78] Позначення у [78] Позначення у дисертацiї

78–80 L1 g α L1(g, α)

82–84 Lv g α β L∨(g, α, β)

86–88 D g α β D(g, α, β)

116–118 CCR r r ∈ CCR(U)

120–122 Conelike r r ∈ Conelike(U)

90–93 DCR_generating g g є DCR-генеруючою

95–97 DCR n r r ∈ DCRn(U)

177–178 U r U(r)

Позначення пiдпункту 1.1.5.3

Рядки у [78] Позначення у [78] Позначення у дисертацiї

126 r 8 8 A r [A]

124–126 dncl r A dncl(r, A)

128–130 Inv r Inv(r)

132–134 SF r SF (r)

136–137 SCF r SCF (r)

147–149 F r a b F(r, a, b)

155–157 dnEsc r A a dnEsc(r, A, a)

159–161 dnesc r A a dnesc(r, A, a)

163–165 escl r A B escl(r, A,B)

167 clterm s ′ r clterm(s′, r)

189–190 Span r Span(r)

195–196 scf r scf(r)

198–200 w_dncl r A wdncl(r, A)

234 r 8 8 {a } r{a}

307–308 wrank r A wrank(r, A)
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Позначення пiдпункту 1.1.5.4

Рядки у [78] Позначення у [78] Позначення у дисертацiї

202–204 L f α L(f, α)

206–208 ∇ f α ∇(f, α)

210–212 Q r f α Q(r, f, α)

214–216 W r f α W(r, f, α)

218–267 N i r α0 Ni(r, α0), i є цiлим числом

269–274 N r Ps N (r, Ps)
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ДОДАТОК Б. Iнструкцiї щодо перевiрки формальних доведень

1. Встановити програмне забезпечення Isabelle 2025 вiдповiдно до iнструкцiй,

наведених за посиланням:

https://isabelle.in.tum.de/website-Isabelle2025/installation.html

2. Запустити програмне забезпечення Isabelle 2025.

3. Завантажити та вiдкрити (меню File → Open) необхiдний файл формальної

теорiї, наприклад, файл DCRN1.thy з

https://doi.org/10.5281/zenodo.14254256

4. Перейти до кiнця тексту i зачекати поки зникнуть маркери червоного i

фiолетового кольору справа вiд тексту (це може зайняти декiлька хвилин).



305

ДОДАТОК В. Список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi

про апробацiю результатiв дисертацiї

Працi, в яких опублiкованi основнi науковi результати дисертацiї

1. Ivanov I. Completeness of the decreasing diagrams method for proving confluence

of rewriting systems of the least uncountable cardinality. Leibniz international

proceedings in informatics. ISSN 1868-8969. 2025. Vol. 337. P. 25:1–25:20.

[Scopus]

2. Ivanov I. On the cofinality property in the context of the hierarchy of decreasing

Church-Rosser abstract rewriting systems. CEUR workshop proceedings. ISSN

1613-0073. 2024. Vol. 3909. P. 466–479. [Scopus]

3. Ivanov I. On Newman’s lemma and non-termination. CEUR workshop proceedi-

ngs. ISSN 1613-0073. 2023. Vol. 3624. P. 14–24. [Scopus]

4. Ivanov I. Generalized Newman’s lemma for discrete and continuous systems.

Leibniz international proceedings in informatics. ISSN 1868-8969. 2023. Vol. 260.

P. 9:1–9:17. [Scopus]

5. Ivanov I. On induction principles for partial orders. Logica Universalis. ISSN

1661-8297. 2022. Vol. 16. P. 105–147. [Scopus]

6. Ivanov I. On Induction Principles for Diamond-Free Partial Orders.

Communications in computer and information science. ISSN 1865-0929.

2021. Vol. 1308. P. 166–190. [Scopus]

7. Ivanov I. On induction for diamond-free directed complete partial orders. CEUR

workshop proceedings. ISSN 1613-0073. 2020. Vol. 2732. P. 70–73. [Scopus]

8. Ivanov I., Nikitchenko M. Expressibility in the Kleene algebra of partial predicates

with the complement composition. Communications in computer and information

science. ISSN 1865-0929. 2020. Vol. 1175. P. 50–67. [Scopus]

9. Ivanov I., Nikitchenko M. Inference rules for the partial Floyd-Hoare logic

based on composition of predicate complement. Communications in computer and

information science. ISSN 1865-0929. 2019. Vol. 1007. P. 71–88. [Scopus]

10. Ivanov I., Nikitchenko M. On the Kleene algebra of partial predicates with

predicate complement. CEUR workshop proceedings. ISSN 1613-0073. 2019. Vol.

2393. P. 542–551. [Scopus]



306

11. Ivanov I., Kornilowicz A., Nikitchenko M. An inference system of an extension

of Floyd-Hoare logic for partial predicates. Formalized mathematics. ISSN 1426-

2630. 2018. Vol. 26, no. 2. P. 159–164. [Web of Science]

12. Kornilowicz A., Ivanov I., Nikitchenko M. Kleene algebra of partial predicates.

Formalized mathematics. ISSN 1426-2630. 2018. Vol. 26, no. 1. P. 11–20. [Web

of Science]

13. Ivanov I., Kornilowicz A., Nikitchenko M. Implementation of the composition-

nominative approach to program formalization in Mizar. Computer science journal

of Moldova. ISSN 1561-4042. 2018. Vol. 26, no.1 (76). P. 59–76. [Web of

Science]

14. Nikitchenko M., Ivanov I., Kornilowicz A., Kryvolap A. Extended Floyd-Hoare

logic over relational nominative data. Communications in computer and informati-

on science. ISSN 1865-0929. 2018. Vol. 826. P. 41–64. [Scopus]

15. Ivanov I., Nikitchenko M. On the sequence rule for the Floyd-Hoare logic with

partial pre- and post-conditions. CEUR workshop proceedings. ISSN 1613-0073.

2018. Vol. 2104. P. 716–724. [Scopus]

16. Ivanov I. On the underapproximation of reach sets of abstract continuous-time

systems. Electronic Proceedings in Theoretical Computer Science. ISSN 2075-

2180. 2017. Vol. 247. P. 46–51. [Scopus]

17. Ivanov I., Nikitchenko M., Kryvolap A., Kornilowicz A. Simple-named

complex-valued nominative data – definition and basic operations. Formalized

Mathematics. ISSN 1426-2630. 2017. Vol. 25, no. 3. P. 205–216. [Web of

Science]

18. Kornilowicz A., Kryvolap A., Nikitchenko M., Ivanov I. An approach to formali-

zation of an extension of Floyd-Hoare logic. CEUR workshop proceedings. ISSN

1613-0073. 2017. Vol. 1844. P. 504–523. [Scopus]

19. Ivanov I., Nikitchenko M., Skobelev V.G. Proving properties of programs on

hierarchical nominative data. Computer science journal of Moldova. ISSN 1561-

4042. 2016. Vol. 24, no. 3 (72). P. 371-398. [Web of Science]

20. Ivanov I. On local characterization of global timed bisimulation for abstract

continuous-time systems. Lecture notes in computer science. ISSN 0302-9743.

2016. Vol. 9608. P. 216–234. [Scopus]

21. Ivanov I., Nikitchenko M., Abraham U. On a decidable formal theory for

abstract continuous-time dynamical systems. Communications in computer and



307

information science. ISSN 1865-0929. 2014. Vol. 469. P. 78–99. [Scopus]

Працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї

22. Ivanov I. On non-triviality of the hierarchy of decreasing Church-Rosser abstract

rewriting systems. Proceedings of the 13th International Workshop on Confluence.

July 9, 2024, Tallinn, Estonia. P. 30-35.

23. Ivanov I. On confluence criteria for non-terminating abstract rewriting systems.

Proceedings of the 12th International Workshop on Confluence. August 23-24,

2023, Obergurgl, Austria. P. 9-13.

24. Ivanov I. On generalizations of real induction. Conference on Mathematical

Foundations of Informatics. Proceedings MFOI-2020. 12-16 January 2021, Kyiv,

Ukraine. P. 162-167.

25. Ivanov I. On generalized well-founded induction. Logic and its Applications. 2nd

World Logic Day – January 14, 2020. Logic and its Applications, The workshop.

Book of Abstracts. January 14, 2020, Kyiv. P. 7-8.

26. Ivanov I. On the partial Floyd-Hoare logic based on predicate complement. 1st

World Logic Day – January 14, 2019. Logic and its Applications, The workshop.

Book of Abstracts. January 14, 2019, Kyiv. P. 4-5.

27. Ivanov E.V. On inductive definitions on non-well-ordered domains and their

potential applications to verification of cyber-physical systems. Прикладнi си-

стеми та технологiї в iнформацiйному суспiльствi : зб. тез доповiдей i наук.

повiдомл. учасникiв II Мiжнародної науково-практичної конференцiї. Київ, 1

жовтня 2018. С. 67-68.

28. Kornilowicz A., Kryvolap A., Nikitchenko M., Ivanov I. Formalization of

the algebra of nominative data in Mizar. Proceedings of the 2017 Federated

Conference on Computer Science and Information Systems. September 3-6, 2017,

Prague, Czech Republic. P. 237-244.

29. Ivanov I., Nikitchenko M., Skobelev V.G. Properties of nominative programs

specified by effective definitional schemes. Conference on Mathematical

Foundations of Informatics. Proceedings MFOI-2016. Institute of Mathematics

and Computer Science, July 25-30, 2016, Chisinau, Moldova. P. 222-240.

30. Ivanov I., Kornilowicz A., Nikitchenko M.S. Formalization of nominative data

in Mizar. Працi Мiжнародної науково-практичної конференцiї “Теоретичнi



308

та прикладнi аспекти побудови програмних систем” TAAPSD’2015, 23-26

листопада 2015 р., м. Київ. С. 82-85.

31. Ivanov Ie.V., Nikitchenko M.S. On nominative Glushkov algebras. Матерiали

Всеукраїнської науково-практичної конференцiї “В.М. Глушков – пiонер кi-

бернетики”. 11 грудня 2014, м. Київ. С. 48-49.

Працi, якi додатково вiдображають науковi результати дисертацiї

32. Ivanov I. Completeness of decreasing diagrams for the least uncountable cardi-

nality. Archive of Formal Proofs. ISSN 2150-914X. 2025. April. 319 pages.


	ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ
	ВСТУП
	РОЗДІЛ 1. КОНФЛЮЕНТНІСТЬ АПС МІНІМАЛЬНОЇ НЕЗЛІЧЕННОЇ ПОТУЖНОСТІ
	Повнота методу спадних діаграм для доведення конфлюентності переписувальних систем мінімальної незліченної потужності
	Попередні зауваження
	Пов'язані роботи інших авторів
	Позначення і терміни
	Позначення
	Абстрактні переписувальні системи
	Ординали та потужність
	Переписувальні системи зі спадною властивістю Черча-Россера
	Ієрархія систем зі спадною властивістю Черча-Россера

	Головний результат підрозділу
	Структура формального доказу теореми 1.1.1
	Загальна ідея формального доказу теореми 1.1.1
	Формалізація скінченних рівнів DCR ієрархії
	Розширення підполя CCR відношення
	Аналог леми Івамури про спрямовані множини для CCR відношень
	Побудова CCR лишку в класі DCR2
	Завершення доведення головної теореми підрозділу


	Неповнота методу спадних діаграм з двома мітками та відсутність колапсу на рівні 2 ієрархії систем, що мають спадну властивість Черча–Россера
	Властивість кофінальності в контексті ієрархії АПС зі спадною властивістю Черча-Россера
	Теорема про зв'язний кофінальний підграф
	Доведення теореми 1.3.1
	Доведення наслідку 1.3.1
	Формалізація в системі інтерактивного доведення теорем

	Висновки до розділу 1

	РОЗДІЛ 2. КОНФЛЮЕНТНІСТЬ СТРОГО ІНДУКТИВНИХ АПС
	Узагальнення леми Ньюмана для ациклічних строго індуктивних систем зі зліченною множиною нормальних форм
	Попередні зауваження
	Терміни
	Головні результати підрозділу
	Формалізація у системі інтерактивного доведення теорем

	Узагальнена лема Ньюмана для строго індуктивних переписувальних систем
	Попередні зауваження
	Допоміжні означення та факти
	Принцип нетерової індукції для АПС
	Принцип відкритої індукції для АПС
	Квазі-нормальні форми
	Квазі-локальна конфлюентність

	Головний результат підрозділу
	Наслідки головного результату підрозділу та приклади
	Формалізація в системі інтерактивного доведення теорем

	Висновки до розділу 2

	РОЗДІЛ 3. ПРИНЦИПИ ІНДУКЦІЇ ДЛЯ СИСТЕМ, ЩО НЕ ЗАДОВОЛЬНЯЮТЬ ПРИПУЩЕННЯМ ПРО ТЕРМІНАЛЬНІСТЬ ТА ЗЛІЧЕННІСТЬ
	Принцип індукції для вільних від алмазів повних частково впорядкованих множин
	Попередні зауваження
	Пов'язані роботи інших авторів
	Позначення
	Зворотний принцип відкритої індукції
	Головні результати підрозділу
	Принцип поповнення
	Формалізація в системі інтерактивного доведення теорем

	Узагальнені принципи індукції для частково впорядкованих множин і ациклічних АПС
	Попередні зауваження
	Позначення і терміни
	Прямі принципи FO індукції
	Ідея принципів FO індукції
	Визначення принципів FO індукції
	Приклади принципів FO індукції

	Непрямі принципи FO індукції
	Ідея непрямих принципів індукції
	Визначення принципів непрямої індукції
	Приклад непрямого принципу FO індукції

	Непрямий принцип індукції для всіх частково впорядкованих множин
	Відповідності впорядкованих множин
	Непрямий принцип індукції
	Доведення теореми 3.2.1

	Спільне узагальнення принципів фундованої і дійсної індукції та його формалізація у системі інтерактивного доведення теорем

	Висновки до розділу 3

	РОЗДІЛ 4. АНАЛІЗ АБСТРАКТНИХ ДИНАМІЧНИХ МОДЕЛЕЙ
	Розв'язна формальна теорія для абстрактних динамічних систем з неперервним часом
	Попередні зауваження
	Пов'язані роботи інших авторів
	Допоміжні позначення, означення, факти
	Формальна мова для опису властивостей траєкторій НПМС
	Головний результат підрозділу

	Локальна характеризація глобальної часової бісимуляції для абстрактних систем з неперервним часом
	Попередні зауваження
	Пов'язані роботи інших авторів
	Розмічені НПМС
	Часові симуляції та бісимуляції для НПМС
	Головні результати підрозділу
	Доведення теорем 4.2.1 та 4.2.2

	Апроксимація множин досяжності для абстрактних систем з неперервним часом
	Попередні зауваження
	Позначення і терміни
	Головний результат підрозділу

	Узагальнені ефективні схеми визначення
	Попередні зауваження
	Позначення і терміни
	Головні результати підрозділу

	Виразність в алгебрі предикатів з предикатним доповненням
	Попередні зауваження
	Позначення і терміни
	Головні результати підрозділу
	Предикатне доповнення у перед- і після-умовах
	Доведення теореми 4.5.1
	Доведення теореми 4.5.2
	Доведення теореми 4.5.3

	Висновки до розділу 4

	ВИСНОВКИ
	СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ
	ДОДАТОК А. Відповідність між позначеннями, що використовуються у формалізації в Isabelle та у тексті дисертації
	Загальні позначення
	Позначення підпункту 1.1.5.2
	Позначення підпункту 1.1.5.3
	Позначення підпункту 1.1.5.4

	ДОДАТОК Б. Інструкції щодо перевірки формальних доведень
	ДОДАТОК В. Список публікацій здобувача за темою дисертації та відомості про апробацію результатів дисертації

