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Мета та завдання дослідження
Метою даної дисертаційної роботи є створення математичної

моделі та її комп'ютерної реалізації для оцінювання

двопорогових процесів за допомогою рівнянь Іто та Іто-

Скорохода. А також, побудова методики для оцінювання

параметрів двопорогових процесів, що описуються

рівняннями Іто та Іто-Скорохода.

Об’єктом дослідження
Об’єктом дослідження в даній роботі є процеси, що 

описуються рівняннями Іто та Іто-Скорохода з двопороговою

структурою, динаміка яких може змінюватись та включати як 

неперервну дифузійну складову так і стрибкову компоненти.



Основні наукові результати, що додають 

роботі новизни

• Вперше проаналізовано двопорогові моделі на базі 

рівнянь Іто та Іто-Скорохода.

• Вперше розроблено алгоритм оцінювання параметрів 

двопорогових процесів, що можна описати 

рівняннями Іто та Іто-Скорохода, на основі 

наближеного методу максимальної правдоподібності.

• Вперше розроблено програмне рішення для аналізу 

двопорогових процесів на основі рівнянь Іто та Іто-

Скорохода.

• Проведено оцінювання невідомих параметрів дрейфу 

та дифузії при фіксованих порогах.



Практичне значення одержаних результатів

Практичне значення отриманих результатів

дослідження - це розробка алгоритму та

програмного рішення для оцінювання параметрів

двопорогових процесів на базі рівнянь Іто та Іто-

Скорохода, на основі запропонованої в роботі

математичної моделі.



Розділ I Порогові моделі на базі рівняння

Іто

Процес Орнштейна–Уленбека є базовою моделлю в аналізі 

часових рядів.

Двопорогові моделі відображають нелінійні динамічні системи 

з різними режимами поведінки.

Точне оцінювання параметрів таких систем – це складна 

задача, оскільки аналітичної форми ймовірнісної функції 

переходу не існує, тому пряме застосування класичних методів 

оцінювання виявляється неможливим. Для її вирішення 

застосовується наближений метод максимальної 

правдоподібності (AMLE).



Двопороговий процес Орнштейна–Уленбека (ОУ)

Процес має 3 режими динаміки:

– Нижній режим: 𝑋𝑡 ≤ 𝑟1
– Центральний режим: 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2
– Верхній режим: 𝑋𝑡 > 𝑟2

Процес має низку корисних властивостей (стаціонарність, 

гауссовість, марковська властивість) і  є розв'язком стохастичного 

диференціального рівняння:

𝑑𝑋𝑡 = 𝛽 𝜇 − 𝑋𝑡 𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡

де 𝑋𝑡 — значення процесу в момент часу 𝑡; 𝛽 — швидкість 

повернення до середнього значення 𝜇; 𝜎 —інтенсивність шуму; 

𝑊𝑡— процес Вінера.



Двопороговий процес ОУ

Нехай 𝑋 = {𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑞} - це дані, що спостерігаються в моменти часу {𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑞}, 
𝛽 = (𝛽10, 𝛽11, 𝛽20, 𝛽21), 𝜎

2 = 𝜎1
2, 𝜎2

2 , і 𝜃 = (𝛽, 𝜎2). Мета полягає в оцінюванні 
невідомого параметра 𝛈 = (𝑟1, 𝑟2, 𝜃).

Процес з двома порогами:
𝑑𝑋𝑡

=
𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑡 𝐼 𝑋𝑡 ≤ 𝑟1 + 𝛽20 + 𝛽21𝑋𝑡 𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2 +

𝛽30 + 𝛽31𝑋𝑡 𝐼 𝑋𝑡 > 𝑟2
𝑑𝑡

+ 𝜎1𝐼 𝑋𝑡 ≤ 𝑟1 + 𝜎2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2 + 𝜎3𝐼 𝑋𝑡 > 𝑟2 𝑑𝑊𝑡

Для двопорогових процесів Орнштейна–Уленбека не існує аналітичної форми 
перехідного розподілу. В даній роботі було використано апроксимацію за схемою 
Ейлера.

𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 = Δ𝑗൛ 𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛽20 + 𝛽21𝑋𝑗−1 𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2 +



Функція правдоподібності

за умови, що 𝑋0 ​ і 𝑟1, 𝑟2 відомі, рівняння вище може бути використане для отримання −2𝑙𝑥(𝜃), 
що є подвоєною від'ємною наближеною логарифмічною функцією правдоподібності для 𝑋.

−2𝑙𝑥 𝜃 = 𝐶 +෍

𝑗=1

𝑞

log 𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2 + (𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 +

+෍

𝑗=1

𝑞 𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 − ∆𝑗
𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛽20 + 𝛽21𝑋𝑗−1 𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2 +

𝛽30 + 𝛽31𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2

2

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2 + (𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 ∆j



Нехай виконуються умови

(A) Параметри дрейфу в суміжних режимах відрізняються (𝛽1 ≠ 𝛽2 ≠ 𝛽3).

(B) Процес 𝑋(𝑡) є стаціонарним та геометрично ергодичним зі 
скінченними четвертими моментами (Процес 𝑋(𝑡) називається 
геометрично ергодичним, якщо він ергодичний, а також збігається до 
стаціонарного розподілу з експоненціальною швидкістю).

(C) Процес 𝑋(𝑡) допускає стаціонарну щільність ймовірності, яка майже 
напевно є неперервною з можливими розривами першого роду в точках 
порогів.

Теорема 2 Нехай виконуються припущення (A)–(C). Тоді оцінка ෠𝜃𝑇 =
( መ𝛽1, መ𝛽2, መ𝛽3) є спроможною, тобто

෠𝜃𝑇 →
𝑃
𝜃0

при 𝑇 → ∞.

Встановимо асимптотичні властивості вектора параметрів ෠𝜃 при 𝑇 → ∞. 
Розглянемо випадок, коли  𝜎2 𝑥 є додатна з обмеженою кількістю точок 
розриву та має не більше ніж лінійний ріст.

Квазіправдоподібне оцінювання параметрів

у дифузійних процесах Іто



Теорема 3. Нехай виконуються припущення (A)–(C). Тоді для оцінки 

вектора параметрів дрейфу መ𝛽 Ƹ𝑟 виконується:
መ𝛽 Ƹ𝑟 − 𝛽0 = 𝑂𝑝(1/ 𝑇)

Крім того, величина

𝑇( መ𝛽 Ƹ𝑟 − 𝛽0)

є асимптотично нормально розподіленою з розподілом 𝑁(0, Σ).

Тут

Σ = 𝐸−1(𝐻𝛽0) 𝐸(𝐺𝛽0𝐺𝛽0
⊤ ) 𝐸−1(𝐻𝛽0)

⊤,

𝐺𝛽0 є вектором перших похідних, а 𝐻𝛽0 — матрицею других похідних 

функції квазіправдоподібності за параметрами 𝛽.



Обчислювальний алгоритм AMLE для 

процесу ОУ

Крок 1. Набір даних для моделі.

Часовий ряд 𝑋0, 𝑋1, … , 𝑋𝑞 .

Крок 2.

2.1. Фіксуємо Ƹ𝑟 для 𝑖 = 0,1, … , 𝜆. Визначається 𝜎1
2 0 , 𝜎2

2 0 , 𝜎3
2 0 . Для розрахунку 

стартових значень дисперсій використовується квадрати режимних приростів, згідно [3].

2.2. Для 𝑘 ≥ 1 обчислюємо

𝜃 𝑘 = ( ෠𝛽10 𝑘 , ෠𝛽11 𝑘 , ෠𝛽20 𝑘 , ෠𝛽21 𝑘 , ෠𝛽30 𝑘 , ෠𝛽31 𝑘 , ො𝜎1
2 𝑘 , ො𝜎2

2 𝑘 , ො𝜎3
2(𝑘)),

рекурсивно, як у рівняннях для оцінки параметрів, замінивши відповідно у правих 
частинах 𝛽10 на ෠𝛽10(𝑘 − 1), 𝛽11 на ෠𝛽11(𝑘 − 1), 𝛽20 на ෠𝛽20(𝑘 − 1), 𝛽21 на ෠𝛽21(𝑘 − 1), 𝛽30 на 
෠𝛽30(𝑘 − 1), 𝛽31 на ෠𝛽31(𝑘 − 1), 𝜎1

2 на ො𝜎1
2(𝑘 − 1), 𝜎2

2 на ො𝜎2
2(𝑘 − 1), 𝜎3

2 на ො𝜎3
2(𝑘 − 1).

2.3. Повторення кроку 2.2 доки ෠𝜃 𝑘 не буде збіжною.

Збіжна оцінка буде мати вигляд:

෠𝜃𝑖 = ෠𝛽10,𝑖 𝑘 , ෠𝛽11,𝑖 𝑘 , ෠𝛽20,𝑖 𝑘 , ෠𝛽21,𝑖 𝑘 , ෠𝛽30,𝑖 𝑘 , ෠𝛽31,𝑖 𝑘 , ො𝜎1,𝑖
2 𝑘 , ො𝜎2,𝑖

2 𝑘 , ො𝜎3,𝑖
2 𝑘 .

Крок 3.
෠𝜃𝑖). Тоді 𝜏 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑖 −2𝑙𝑋( ෠𝜃𝑖) і наближеною оцінкою максимальної правдопоДля 𝑖 =
0,1, … , 𝜆 обчислюється  −2𝑙𝑋(дібності 𝜂 = (𝑟, 𝜃) буде Ƹ𝜂 = ( Ƹ𝑟𝜏, ෠𝜃𝜏).



Графічне представлення алгоритму



Чисельна збіжність алгоритму

Алгоритм є ітераційним, тому потрібна перевірка збіжності.

Використовуються два критерії:

Різниця оцінок параметрів:

𝜃𝑘+1 − 𝜃𝑘 < 𝜀, 𝜀 = 10−6

Спектральний радіус матриці Якобі:

𝑝 𝐽 < 1

Це гарантує локальну збіжність.

Якщо параметри стабілізуються з точністю до 10−6, ітерації 

зупиняються.

Якщо матриця Якобі має власні значення в межах одиничного кола, 

алгоритм на поточній ітерації не розбігається.



𝑟1 ≈ 0.465, 𝑟2 ≈ 1.012

Результати тестування алгоритму для процесу ОУ 

на синтетично згенерованих даних



Для аналізу впливу довжини вибірки на точність оцінювання було розглянуто три часові 

горизонти спостереження: 𝑇 = 10, 𝑇 = 50, 𝑇 = 100. Метод Монте Карло виступив в якості 

інструменту числової верифікації запропонованої методики.

Параметр Істинне 𝑻𝟏𝟎 𝑻𝟓𝟎 𝑻𝟏𝟎𝟎

𝑟1 0.48 0.5028(0.1042) 0.4902(0.0228) 0.4895(0.0240)

𝑟2 1.02 1.0044(0.0515) 1.0009(0.0239) 0.9978(0.0234)

𝛽10 0.684 1.5620(1.3630) 0.7637(0.3503) 0.7566(0.2577)

𝛽11 -1.9 -4.7266(3.4650) -2.1303(0.9767) -2.0174(0.8415)

𝛽20 1.053 0.8666(2.0290) 0.9560(0.2729) 1.0444(0.2524)

𝛽21 -1.35 -1.0538(2.0524) -1.2200(0.3539) -1.3281(0.3293)

𝛽30 2.204 6.0266(4.3159) 3.3615(1.5864) 2.3689(1.2306)

𝛽31 -1.9 -4.643(3.4876) -2.6486(1.1133) -1.9971(0.8339)

𝜎1 0.58 0.5341(0.0772) 0.5653(0.0351) 0.5661(0.0324)

𝜎2 0.3 0.3169(0.0760) 0.3016(0.0085) 0.3031(0.0092)

𝜎3 1.28 1.1858(0.1715) 1.2192(0.0948) 1.2039(0.0764)



𝑟1 ≈ 0.465, 𝑟2 ≈ 1.014

Результати тестування алгоритму для процесу ОУ 

на синтетично згенерованих даних



Аналіз впливу довжини вибірки на точність оцінювання.

Параметр Істинне 𝑻𝟏𝟎 𝑻𝟓𝟎 𝑻𝟏𝟎𝟎

𝑟1 0.48 0.4150(0.2148) 0.4660(0.0345) 0.4543(0.0348)

𝑟2 1.02 1.0182(0.3046) 1.0313(0.0444) 1.0384(0.0348)

𝛽10 0.684 0.6415(1.6352) 0.7290(0.2411) 0.6843(0.1801)

𝛽11 -1.9 -3.1971(2.7827) -2.0558(0.7124) -2.0197(0.4928)

𝛽20 1.053 3.2335(12.7674) 1.0048(3.7645) 0.3462(2.4934)

𝛽21 -1.35 -5.1825(17.9668) -1.3463(4.7754) -0.4288(3.4593)

𝛽30 2.204 3.4661(4.2512) 2.4016(1.1488) 2.4631(0.8764)

𝛽31 -1.9 -2.7536(2.3054) -2.0309(0.6952) -2.0632(0.5076)

𝜎1 1.08 1.0562(0.1001) 1.0833(0.0373) 1.0830(0.0269)

𝜎2 2.3 1.9928(0.4718) 2.1901(0.1629) 2.2213(0.1249)

𝜎3 1.28 1.2806(0.1469) 1.2814(0.0476) 1.2769(0.0338)



Висновки по даній моделі

Основні результати:

• Створено математичну модель для оцінювання 

параметрів двопорогового процесу Орнштейна-

Уленбека. 

• Запропоновано наближений метод максимальної 

правдоподібності (AMLE) для оцінювання параметрів 

двопорогового процесу Орнштейна–Уленбека.

• Проведено комп’ютерне моделювання. На синтетичних 

даних підтверджено можливість методу визначати 

порогові значення та оцінки дрейфу і дифузії у трьох 
режимах.



Розділ II Порогові моделі на базі рівняння 

Іто-Скорохода

Для подальшого розгляду будемо використовувати стохастичне рівняння Іто-

Скорохода для моделювання процесу Леві, що містить стрибкову компоненту:

𝑑𝑋𝑡 = 𝜇 𝑋𝑡 , 𝑡 𝑑𝑡 + 𝜎 𝑋𝑡, 𝑡 𝑑𝑊𝑡 + න

𝑈

𝛾 𝑋𝑡 , 𝑡 ǁ𝜈 𝑑𝑡, 𝑑𝑢 , 𝑋0 = 0

де:

𝑊𝑡 , 𝑡 ≥ 0 процес Вінера,

𝜇 𝑋𝑡, 𝑡 - коефіцієнт дрейфу,

𝜎 𝑋𝑡 , 𝑡 - дифузійний компонент,

𝑈׬ 𝛾 𝑋𝑡, 𝑡 ǁ𝜈 𝑑𝑡, 𝑑𝑢 - моделює стрибки процесу, де ǁ𝜈 є компенсованою мірою 

Пуассона.



Теорема 1. Нехай коефіцієнти рівняння

𝑋𝑡 = 𝑋0 +න

0

𝑡

𝜇 𝑠, 𝑋𝑠 𝑑𝑠 + න

0

𝑡

𝜎 𝑠, 𝑋𝑠 𝑑𝑊𝑠 +න

0

𝑡

න
𝑈

𝛾 𝑠, 𝑋𝑠, 𝜃 ǁ𝜈 𝑑𝜃, 𝑑𝑠

задовольняють наступним умовам:

1.) 𝜇 𝑠, 0 , 𝜎 𝑠, 0 , ׬ 𝛾(𝑠, 0, 𝜃) 2 ǁ𝜈 𝑑𝜃 локально обмежені по 𝑠,

2.) існує зростаюча функція 𝑙 𝑠 така, що

𝜇 𝑠, 𝑥 − 𝜇 𝑠, 𝑦 2 + 𝜎 𝑠, 𝑥 − 𝜎 𝑠, 𝑦 2

+න 𝛾 𝑠, 𝑥, 𝜃 − 𝛾 𝑠, 𝑦, 𝜃 2 ǁ𝜈 𝑑𝜃 ≤ 𝑙 𝑠 𝑥 − 𝑦 2

Позначимо через ෩𝔉𝑡 𝜎-алгебру, породжену величинами 𝑋0, ǁ𝜈 𝑑𝜃 × 𝑑𝑠 ,𝑊𝑠 при 
s ≤ t. Якщо 𝑋0 не залежить від сукупності величин 𝑊𝑠, ǁ𝜈 𝑑𝜃 × 𝑑𝑠 і 𝚳 𝑋0

2 < ∞, 
то рівняння для 𝑋𝑡 має ෩𝔉𝑡вимірний розв’язок, при чому 𝚳 𝑋𝑠

2 < ∞.

Теорема існування розв’язку



Двопороговий процес Леві

Припущення моделі

Для подальшого аналізу розглянемо однорідний процес Леві, у якому коефіцієнти не 

залежать від часу:

𝜇 𝑥, 𝑡 = 𝜇 𝑥 , 𝜎 𝑥, 𝑡 = 𝜎 𝑥 , 𝛾 𝑥, 𝑡 = 𝛾(𝑥). 

Коефіцієнт зсуву має вигляд, аналогічний процесу Орнштейна–Уленбека:

𝜇 𝑥 = (𝛽0 + 𝛽1𝑥) , де 𝛽1 < 0

Двопороговий процес Леві (трьохрежимний випадок)

𝑋𝑡
= { 𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑡 𝐼 𝑋𝑡 ≤ 𝑟1 + 𝛽20 + 𝛽21𝑋𝑡 𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑡 ≤ 𝑟2



Апроксимація різницевою схемою за 

допомогою методу Ейлера

Двопороговий процес Леві можна наближено записати у різницевій формі за 

допомогою методу Ейлера:

𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1
= ∆𝑗൛ 𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛽20 + 𝛽21𝑋𝑗−1 𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1≤ 𝑟2



−𝟐𝒍𝑿 𝜽 – подвоєна від’ємна наближена 

логарифмічна функція правдоподібності

−2𝑙𝑋(𝜃) = 𝐶 +෍

𝑗=1

𝑞

log{ 𝜎1
2𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1) + 𝜎2

2𝐼(𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2) + 𝜎3
2𝐼(𝑋𝑗−1 > 𝑟2)} +

+෍

𝑗=1

𝑞 𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 − {
𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛽20 + 𝛽21𝑋𝑗−1 𝐼 𝑟1𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 +

𝛽30 + 𝛽31𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2
}𝛥𝑗

2

{𝜎1
2𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1) + 𝜎2

2𝐼(𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2) + 𝜎3
2𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2)}𝛥𝑗

−

−2෍

𝑗=1

𝑞

𝑁𝑗 log 𝛥𝑗 − 4෍

𝑗=1

𝑞

𝑁𝑗 log 𝛾1𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛾2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝛾3𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 +

+2෍

𝑗=1

𝑞

𝛥𝑡𝑗 𝛾1𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛾2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝛾3𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2
2



Приклад диференціювання функції 

правдоподібності за параметрами 𝜷𝟏𝟎 та 𝜷𝟏𝟏

Часткові похідні від функції правдоподібності за параметрами 𝛽10, 𝛽11 для випадку 

𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1:

2
𝜕𝑙𝑋(𝜃)

𝜕𝛽10
= −2෍

𝑗=1

𝑞
𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 − ∆𝑗 𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1 𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + (𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 ∆j

;

−2
𝜕𝑙𝑋 𝜃

𝜕𝛽11
= −2෍

𝑗=1

𝑞
𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 − ∆𝑗 𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1 𝑋𝑗−1𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + (𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 ∆j

Ці рівняння використовуються для побудови матричної системи оцінювання 

параметрів 𝛽 у кожному з трьох режимів.



Система рівнянь для оцінювання параметрів 

моделі

Після диференціювання функції правдоподібності і прирівнювання похідних до нуля:

𝜕𝑙𝑋(𝜃)

𝜕𝜃
= 0

отримуємо матричну форму системи рівнянь, яка дозволяє оцінити основні 

параметри моделі: 

𝜃 = 𝛽, 𝜎2, 𝛾

Приклад:

𝛽10
𝛽11

=

෍

𝑖=1

𝑞
∆𝑗𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2

෍

𝑖=1

𝑞
∆𝑗𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 𝑋𝑗−1

−1

෍

𝑖=1

𝑞
∆𝑗𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 𝑋𝑗−1

−1
෍

𝑖=1

𝑞
∆𝑗𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 𝑋𝑗−1

−2

−1

∗

෍

𝑖=1

𝑞
𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2

෍

𝑖=1

𝑞
𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
2𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 𝑋𝑗−1

−1



Система рівнянь для оцінювання параметрів

𝜎1
2 =

σ𝑖=1
𝑞 𝑋𝑗 − 𝑋𝑗−1 − ∆𝑗 𝛽10 + 𝛽11𝑋𝑗−1

2
𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
4𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝜎2

4𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝜎3
4𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2 ∆𝑗

σ
𝑖=1
𝑞 𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝜎1
2𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1

𝛾1 =

σ𝑗=1
𝑞 𝑋𝑗𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)

𝛾1𝐼 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1 + 𝛾2𝐼 𝑟1 < 𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟2 + 𝛾1𝐼 𝑋𝑗−1 > 𝑟2

σ
𝑗=1
𝑞

∆𝜈𝑗𝐼(𝑋𝑗−1 ≤ 𝑟1)



Обчислювальний алгоритм (AMLE для 

двопорогового процесу Леві)

Обчислювальний алгоритм побудовано за аналогією з алгоритмом для процесу 

Орнштейна–Уленбека, однак він доповнений стрибковою компонентою 𝛾, яка 

враховує випадкові розриви у динаміці процесу.

Для цього процесу збіжна оцінка буде мати вигляд:

መ𝜃𝑖 =
መ𝛽10,𝑖 𝑘 , መ𝛽11,𝑖 𝑘 , መ𝛽20,𝑖 𝑘 , መ𝛽21,𝑖 𝑘 , መ𝛽30,𝑖 𝑘 , መ𝛽31,𝑖 𝑘 ,

ො𝜎1,𝑖
2 𝑘 , ො𝜎2,𝑖

2 𝑘 , ො𝜎3,𝑖
2 𝑘 , ො𝛾1,𝑖 𝑘 , ො𝛾2,𝑖 𝑘 , ො𝛾3,𝑖 𝑘



Числова збіжність ітераційного алгоритму

Для оцінки параметрів моделі з двома порогами, які ділять дані на три режими, 

використовується ітераційна процедура, що оновлює параметри 𝛽, 𝜎2, 𝛾 на кожному кроці:

𝜃 𝑘+1 = 𝐹 𝜃 𝑘

Ідея збіжності (Теорема Банаха):

Якщо різниця між послідовними ітераціями зменшується та виконується умова:

𝐹 𝜃 1 − 𝐹 𝜃 2 ≤ 𝑞 𝜃 1 − 𝜃 2 , 0 < 𝑞 < 1

то існує єдина фіксована точка 𝜃∗, і послідовність 𝜃 𝑘 збігається.

Для оцінки стабільності використано спектральний аналіз матриці Якобі:

𝐽𝑖𝑗 =
𝜕𝐹𝑖 𝜃

𝜕𝜃𝑗

Оскільки аналітичні похідні складні, то використовується чисельне наближення (forward 

difference):

𝐽𝑖𝑗 ≈
𝜃𝑖

𝑘+1
− 𝜃𝑖

𝑘

𝜃𝑗
𝑘

для 𝜃𝑗
𝑘
≠ 0

Критерій збіжності:

𝜌 𝐽 = 𝑚𝑎𝑥 𝜆𝑖 < 1

Де 𝜌 𝐽 спектральний радіус матриці Якобі. Якщо ця умова виконується, то це свідчить про 

локальну збіжність ітераційного процесу для відповідної пари порогових значень.

Додатково виконується перевірка 𝜃 𝑘+1 − 𝜃 𝑘 ∥< 10−6



𝑟1 ≈ 0.205 та 𝑟2 ≈ 0.879

Оцінка результатів роботи алгоритму (на 

синтетично згенерованих даних)



𝑟1 ≈ 1.212 та 𝑟2 ≈ 2.07

Оцінка результатів роботи алгоритму (на 

синтетично згенерованих даних)



Поріг Істинне 

значення

Оцінене 

значення

Абсолютна 

похибка

Відносна 

похибка

𝑟1 0.2 0.205359 0.005359 0.026795

𝑟2 0.9 0.879224 0.020776 0.023085

𝑟1 1.3 1.212136 0.087864 0.067588

𝑟2 2.0 2.073042 0.073042 0.036521

Отримані результати



Розділ III Комп’ютерне моделювання

Для програмної реалізації запропонованого алгоритму було 
обрано мову програмування R. В якості середовища для 
розробки було використано RStudio.

Робота програми поділена на етапи:

• Генерація тестових даних

• Обчислювальний цикл. Для кожної пари можливих 
порогових значень (𝑟1, 𝑟2) алгоритм. Обчислює параметри
𝛽𝑖 , 𝜎𝑖

2, 𝛾𝑖 для трьох режимів та 𝜃𝑖 для різних комбінацій 
порогів.

• В результаті повертає оптимальні параметри за 𝜏 =
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑖 −2𝑙𝑋( ෠𝜃𝑖) .



Генерація синтетичних даних

Ключові кроки

• Фіксуємо рівномірну часову сітку: 

𝑑𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

• Генеруємо 𝑑𝑊~𝑁 0, 𝑑𝑡 .

• Для моделі Леві додатково 

генерується стрибкова 

компонента: 𝑁~𝑃𝑜𝑖𝑠 𝜆𝑑𝑡 + 

розміри стрибків.

• Формуємо фінальний набір даних, 

що описує двопорогову структуру 

процесу.

1 set.seed(42)
2 T  <- 10; dt <- 0.01
3 t  <- seq(0, T, by = dt)
4 n  <- length(t)
5 x  <- numeric(n); x[1] <- 0
6 
7 # 
8 beta  <- list(c(b10,b11), c(b20,b21), c(b30,b31))
9 sigma <- c(s1, s2, s3)
10 gamma <- c(g1, g2, g3) # для Леві
11 lambda <- 3                     # інтенсивність 
стрибків
12 
13 for (j in 2:n) {
14 reg <- regime(x[j-1], r1, r2) # 1/2/3
15 b0 <- beta[[reg]][1]; b1 <- beta[[reg]][2]
16 dW <- rnorm(1, 0, sqrt(dt))
17 drift <- dt*(b0 + b1*x[j-1])
18 diff  <- sigma[reg]*dW
19 # стрибки (опційно для моделі Леві)
20 Nj <- rpois(1, lambda*dt)
21 J  <- sum(rjump(Nj, gamma[reg]))
22 x[j] <- x[j-1] + drift + diff + J
23 }



Набір порогових значень

• Уникаємо крайніх значень: 

беремо квантилі (напр., 

5%…95%).

• Розбиваємо діапазон на сітку з 

кроком step

• Сітка відсортована, тоді легко 

забезпечити 𝑟2 > 𝑟1.

1 q_lo <- quantile(x, 0.05)
2 q_hi <- quantile(x, 0.95)
3 step <- 0.05
4 
5 R_grid <- seq(q_lo, q_hi, by = 
step)
6 R_grid <- sort(unique(R_grid))



Цикл перебору (𝒓𝟏, 𝒓𝟐)

Порогові пари формуються за 

допомогою вкладених циклів:

• перший поріг 𝑟1 перебирається 

по всій сітці значень, а другий 

поріг 𝑟2 для кожного 

фіксованого 𝑟1 перебирається 

лише серед значень, що строго 

більші за 𝑟1 ​.

Логіка

• Зовнішній цикл: 𝑟1 = 𝑅𝑔𝑟𝑖𝑑 𝑖

• Внутрішній цикл: 𝑟2 = 𝑅𝑔𝑟𝑖𝑑 𝑗 , 

де 𝑟2 > 𝑟1.

1 best_nll <- Inf; best <- NULL
2 min_n <- 10
3 
4 for (i in 1:(length(R_grid)-2)) {
5 r1 <- R_grid[i]
6 for (j in (i+1):(length(R_grid)-1))
{
7 r2 <- R_grid[j]
8 n1 <- sum(x <= r1)
9 n2 <- sum(x > r1 & x <= r2)
10 n3 <- sum(x > r2)
11 if (min(c(n1,n2,n3)) < min_n)
next
12 
13 }
14 }



Розрахунок 𝜷 (дрейфу) у кожному режимі

Розрахунок виконується згідно 

формул із системи рівнянь

1 update_beta_reg <- function(x, dt, idx, 
sigma2) {
2 # 
3 y  <- (x[idx+1] - x[idx]) / dt
4 Xd <- cbind(1, x[idx])
5 w  <- rep(1/sigma2, length(idx))
6 W  <- diag(w)
7 b  <- solve(t(Xd) %*% W %*% Xd, t(Xd) %*% W 
%*% y)
8 return(b)
9 }
10 
11 beta1 <- update_beta_reg(x, dt, idx1, 
sigma2[1])
12 beta2 <- update_beta_reg(x, dt, idx2, 
sigma2[2])
13 beta3 <- update_beta_reg(x, dt, idx3, 
sigma2[3])



Розрахунок 𝝈𝟐 (дифузії) у кожному режимі

Розрахунок виконується згідно 

формул із системи рівнянь

1 update_sigma2_reg <- function(x, dt, 
idx, beta0, beta1, Jhat = NULL) {
2 dX <- (x[idx+1] - x[idx])
3 mu <- dt*(beta0 + beta1*x[idx])
4 if (!is.null(Jhat)) dX <- dX -
Jhat
5 e  <- dX - mu
6 s2 <- mean(e^2) / dt
7 return(s2)
8 }
9 
10 sigma2[1] <- update_sigma2_reg(x, 
dt, idx1, beta1[1], beta1[2])



Для моделі Леві: 𝜸 (стрибкова компонента)

Розрахунок виконується згідно 

формул із системи рівнянь

Оцінюємо інтенсивність стрибків 

окремо для кожного режиму

1 #
2 update_lambda_reg <- function(Nj, idx, 
dt) {
3 return( sum(Nj[idx]) / 
(length(idx)*dt) )
4 }
5 
6 # 
7 update_gamma_reg <- function(jumps, 
idx) {
8 # jumps[idx] — оцінені/виділені 
стрибки на кроці
9 return( mean(abs(jumps[idx])) )
10 }
11 
12 lambda1 <- update_lambda_reg(Nj, idx1, 
dt)
13 gamma1  <- update_gamma_reg(Jhat, 
idx1)



Збіжність в коді

Критерії

• Умова 1: 𝜃 𝑘+1 − 𝜃 𝑘 < 𝜀

Умова 2: 𝑝 𝐽 < 1 (стійкість 

ітерацій)

1 eps <- 1e-6
2 if (norm(theta_new - theta, "2") < eps) {
3 J <- jacobian_fd(function(th) F(th, r1, 
r2), theta)
4 rho <- max(Mod(eigen(J)$values))
5 if (rho < 1) converged <- TRUE
6 }
7 
8 jacobian_fd <- function(F, theta, h = 1e-
6) {
9 p <- length(theta); J <- matrix(0, p, p)
10 f0 <- F(theta)
11 for (j in 1:p) {
12 th <- theta; th[j] <- th[j] + h
13 J[,j] <- (F(th) - f0) / h
14 }
15 J
16 }



Розрахунок функції правдоподібності

Розраховується

Для процесу ОУ або Леві

розраховується функція 

правдоподібності.

Оцінки оптимальних порогів 

визначаються як ті, що 

забезпечують мінімальне значення 

від’ємної подвоєної логарифмічної 

функції правдоподібності 𝜏 =

𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑖 −2𝑙𝑋( መ𝜃𝑖) .

1 negloglik_OU <- function(x, dt, r1, r2, 
beta, sigma2) {
2 # 
3 }
4 
5 negloglik_Levy <- function(x, dt, r1, 
r2, beta, sigma2, gamma, lambda) {
6 # 
7 }
8 
9 nll <- if (model == "OU")
10 negloglik_OU(x, dt, r1, r2, beta, 
sigma2)
11 else
12 negloglik_Levy(x, dt, r1, r2, beta, 
sigma2, gamma, lambda)



Вибір оптимальних параметрів

Збереження оптимальних 

порогів 𝒓𝟏, 𝒓𝟐 та 𝜽
Повернення: (𝑟1, 𝑟2) та 

оцінених параметрів 𝜃

1 if (converged) {
2 nll <- negloglik(..., r1, r2, theta)
3 if (nll < best_nll) {
4 best_nll <- nll
5 best <- list(r1 = r1, r2 = r2, theta = 
theta)
6 }
7 }
8 
9 # результат
10 cat("r1* =", best$r1, " r2* =", best$r2, "
11 ")
12 print(best$theta)



Візуалізація результату

Побудова графіків

plot_trajectory <- function(t, X, r1, r2, 
title="") {

plot(t, X, type="l", xlab="t", ylab="X(t)", 
main=title)

# thresholds
abline(h=r1, lty=2); abline(h=r2, lty=2)

# regime coloring (fill by y-intervals)
usr <- par("usr")
rect(usr[1], -Inf, usr[2], r1, border=NA, 

col=rgb(0.2,0.4,1,0.08))
rect(usr[1], r1,  usr[2], r2, border=NA, 

col=rgb(0.2,1,0.4,0.08))
rect(usr[1], r2,  usr[2], Inf, border=NA, 

col=rgb(1,0.4,0.2,0.08))
lines(t, X)  # redraw on top

}



Перевірка алгоритму на реальних даних за 

допомогою програмного коду

Для перевірки алгоритму оцінювання двопорогових процесів, що 

описуються рівнянням Іто та Іто-Скорохода, було використано дані з 

відкритих джерел API.

Дані отримувались із публічного API ресурсу FRED (Federal Reserve

Economic Data) за допомогою пакета quantmod у середовищі R, також 

із Yahoo Finance.

Набори даних отримувались у вигляді часових рядів. До наборів даних 

входять спреди дохідності облігацій, фінансові індекси та інше. 



Часовий ряд T10Y3M



Часовий ряд BAMLH0A0HYM2



Часовий ряд T10Y2Y



Набір даних Період 𝒓𝟏 𝒓𝟐

T10Y3M 1982 - 2026 ≈ 1.16 ≈ 2.454

BAMLH0A0HYM2 2023 - 2025 ≈ 2.926 ≈ 3.307

T10Y2Y 2018 - 2026 ≈ −0.022 ≈ 0.347

Отримані результати



Часовий ряд NFCI 



Часовий ряд BAA10Y 



Отримані результати

Набір даних Період 𝒓𝟏 𝒓𝟐

NFCI з кінця 1990-х років до
останньої доступної
дати (близько 2024–
2025 року)

≈ −0.14 ≈ 0.366

BAA10Y з середини 1980-х
років до останньої
доступної дати
(близько 2024-2025
року)

≈ 1.85 ≈ 2.42



Висновки

В даній дисертаційній роботі було проведено теоретичне дослідження

та побудовано математичну модель для оцінювання параметрів

процесів на основі рівнянь Іто та Іто-Скорохода. На базі математичної

моделі було розроблено алгоритм та програмний код. Проведено ряд

тестувань алгоритму на синтетичних та реальних даних, що дало змогу

оцінити його ефективність. Отримані результати підтвердили те, що

запропонована методика оцінювання параметрів процесів, що

моделюються за допомогою рівнянь Іто та Іто-Скорохода працездатна.

Підхід, який описаний у роботі, розширює наявні дослідження в даній

сфері, оскільки дає можливість аналізувати і оцінювати параметри

двопорогових стохастичних процесів, що формують три режими

динаміки поведінки на протязі визначеного періоду часу.



Дякую за увагу


